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Pour bien approcher la mécanique analytique il faut d’abord bien spécifier ce a quoi il faut s’attendre. On ne va pas
introduire des phénoménes qui ne sont pas une conséquence des trois lois de Newton.

Pour ce qui concerne ce cours, les trois lois de Newton donnent une description compléte et exacte de tous les phénoménes
(systémes) mécaniques. L’intérét de ce cours est dans la formulation mathématique de la mécanique. Il n’est écrit nulle
part que la formulation Newtonienne soit la plus appropriée, voir adaptée. On va donc se poser la question si on peut
reformuler la mécanique (les trois lois) d’une fagon mathématiquement plus puissante, qui nous permet de mieux mettre
en évidence les relations entre concepts et phénomeénes. Donc, dans la suite, on introduira les formalismes de Lagrange, de
Hamilton et de Hamilton-Jacobi, en regardant ce que chacun d’entre eux aura a révéler. Encore une fois, ils ne vont pas
nous dire des choses qui ne sont pas déja contenues dans les lois de Newton. Tout simplement, ils vont mettre en évidence
certaines relations, concepts et phénomeénes.

On va commencer par quelques rappels.



Rappels

1.1 cinématique

La cinématique exprime les relations de base entre position, vitesse et accélération :

T=47=1
I 1)
a—ﬁv—v

Par intégration directe, on a donc

v(t) = (0 /
Z(t) = (0) + / E 7t dt’ = Z(0) + /
=7(0) + ®t+/dﬂ/ﬁ“”

Une conséquence évidente est que, en absence d’accélération, la vitesse est une constante (vectorielle : constante en
intensité, direction et sens) En principe, si I'on connait les positions et vitesses initiales, ainsi que les accélérations a
chaque instant, on peut intégrer les équations.

Le probléme reste tout de méme que les particules (objets) dont I'on cherche I’évolution temporelle, interagissent entre
elles. Donc les accélérations dépendent elles aussi des positions. Le probléme est donc assez complexe.

" dt’ (2)

®+/'W”WWW= o

1.2 Les trois lois de Newton

Dans son ouvrage les "Principia" (1687... en latin!), Newton a défini les lois mathématiques nécessaires pour décrire
tous les systémes mécaniques. On peut voir ces lois comme les postulats nécessaires & définir un batiment mathématique
complet et consistant. Comme on le sait de la physique générale, il y a trois lois :

1. Un corps sur lequel aucune force est appliquée, reste dans son état de mouvement rectilinéaire uniforme, c’est a dire
a vitesse constante (vectorielle)

2. F =ma
3. Loi de action-réaction

La deuxiéme loi est bien évidemment phénoménologique : elle est déduite des observations.

Que peut on dire de la premiére loi ? Utilisant la deuxiéme loi en absence de force :
mid =0 = d=0 = U constante (4)

La 1lére loi est-elle donc vraiment nécessaire ?

Disons que dans mon référentiel il n’y a pas de force sur un ballon : sa vitesse U reste constante. Je dis & une amie a
moi qu'il n’y a pas de force, mais elle mesure quand méme une accélération (vitesse non constante), donc elle a seulement
deux possibilités :

1. Je suis un menteur, et en réalité il y a une force sur le ballon
2. La premiére loi ne s’applique pas pour elle (et en conséquence la deuxiéme non plus!).

Attention : Il faut définir rigoureusement ’expression "pour elle". Elle signifie dans son référentiel. On peut donc dire que
la premiére loi a a faire avec les référentiels. Elle nous dit quels sont les référentiels qui partage les mémes loi (c’est a dire
qui sont les "observateurs" qui tirent les mémes conclusions en observant le méme systéme). En mécanique, la premiére
loi affirme donc :

e Tous les référentiels dans lesquels un corps bouge de maniére uniforme (¥ = const), si il n’est pas soumis a une force,
forment un jeu de référentiels "galiléens" (ou "inertiels") et ils sont en mouvement relatif uniforme (vitesse relative
constante)

Tous ces référentiels "partagent" les mémes lois.
Aprés cette discussion sur ce qui se cache derriére la premiére loi, il est temps pour un rappel de mécanique Newtonienne.



1.3 Rappel de mécanique Newtonienne
1.3.1 Une seule particule de masse m

v d dm

F:ma:mE:%(mv)f—v:pfmv (5)

on considére uniquement les cas ou la masse ne varie pas dans le temps (1 = 0)

F=p 7= m@ = impulsion (6)
En I'absence de forces, F= 0, on a :

7=0 = §=-const (on dit que P’ est conserveé) (7)

=

Moment cinétique On peut également calculer le moment cinétique L défini comme : L = DAT.
On calcule la variation temporelle de L sous ’action d’une force F' :

. dL d . .
L=—=—((pA7)=pAT+PAT= 8
g = g PAT)=PATHPAT (8)
— FAFT+FAT=FAT+m@AT) = FEAF (9)

0

Moment de force

Donc le moment cinétique est conservé lorsque L = 0, ce qui est vrai si
e [ =0 pas de force agissante sur la particule
e F'|| 7 c’est le cas d’une force centrale -
F e
On insiste sur la "conservation" car ce concept va étre centrale pour tout le g
cours. >

Travail et Energie On regarde maintenant I’énergie. Si on applique une force F lorsque I'on déplace une particule d’un
point A & un point B, au long d’une trajectoire ~y, on a que le travail est

B —

F i foce < ppiauee

ML

Y df 1 elwet NLiikbwe oo &
eca\ge_c}o;’ta Cfnc_af&woﬂ.(‘

ba‘gf,uk'e_ é)‘ ’% {ZQ\SQQ}E‘LWL)

B
Wwﬂ:/ F.ds (10)
Ay

ds dépends de la paramétrisation.
Si on choisit de paramétriser la courbe par le temps
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I >

Ay Ay
B B S
d d
= <dtﬁ> gt = mdit’ - Fdt
2éme loi Ay Ay

énergie cinétique

Donc le travail au long d’une trajectoire détermine le changement d’énergie cinétique.

(11)

(12)

(13)

(14)

systéme conservatifs Que se passe-t-il si I'on va de A & B selon deux trajectoires différentes ? Est-ce que Wap et

Wap,, sont égales ?

Si ils ne sont pas les mémes, on ne peut pas dire grand choses. Mais si ils sont égales :

B B
Wapy=Wap, :>/ F-d§:/ F-ds
Ay Ay

B B
= F-d§'-—/ F.-ds=0
Ay Ay

On peut donc écrire

B _ B B _ B .
O:/ F-d§—/ F~d§:/ F-d§’+/ F-d§:?{ ,F-d§'
Ay A Ay A=y YU (=)

Or, a ’aide du théoréme de Stokes :

(15)

(16)

(17)
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Ou X est une quelconque surface avec pour bord I'. Si cette derniére relation est vraie pour tout I', et pour une surface
¥ (avec bord I'), alors

rotF =0 partout (19)

Donc F est irrotationnel.

potentiel Un champs vectoriel irrotationnel implique que le vecteur peut étre écrit comme gradient d’une fonction.
Dans le cas particulier qu’on est en train de regarder :

F =—VV ¢nergie potenticlle (20)

Attention au signe moins qui n’est qu'une convention dans la définition. Les forces avec cette propriété sont dites
"conservatives".

Finalement on revient au travail de la force pendant le transport de A & B (qui ne depends pas de la trajectoire si la force
dérive d’un potentiel)

On rappelle que

Ou de maniére plus générale :

d
vV = Z v Z; en d-dimension (23)

L

QU

Mais le choix du systéme de coordonnées est arbitraire
On peut toujours choisir un systéme de coordonnés tel que un des vecteurs unitaires est localement tangente a la trajectoire
et les autres sont perpendiculaires. Dans ce cas, celui tangent est paralléle & ds et donc



= av av av

di= | = 2 Z 4 oo 2 5 .dg 24
v y dry \33’1/ +dx2:z2 + + dxdxd s (24)
tangent
av 4 av
_ 2 A 47 2 s 47 9
e %1 -d§+ Z; s Z; - d3 (25)
1= =0

Le deuxiéme terme est nul car tous les Z; sont perpendiculaires a ds.

Finalement
, dVv
s_av ..o 9
VV -d3 e %1 -d3 (26)
Mais avec d5 = Z1dxq :
~ dv
VV =—d 27
dIl 1 ( )
Ot on appelle z; la paramétrisation de la trajectoire.
B T
= 5 4V
WAB:/ F~d§:—/ ——da1 =Va—Vp (28)
A za dl’l

On se rappelle que Wy =T —Tgx
Et donc on a

Tg —Tx=Va—Vpg = Ty+Vy=Tp+ Vp = énergiec mécanique totale (29)
E E
A B

Théoréme de I’énergie mécanique Donc, pour un systéme de forces conservatives, 1’énergie mécanique totale est
conservée.

On remarque qu’une propriété d’un systéme de forces conservatives est qu’elles ne dépendent pas du temps. En effet :
Si la force pouvait changer dans le temps, alors on pourrait imaginer qu’elle ne soit pas nulle quand le systéme passe de

A a B, mais qu’elle soit nulle lorsque le systéme revient en arriére.

Alors, Wap,y # 0 mais Wyp,_, = 0 et donc
7{ Feds+0 (30)
YU(=7")
Bien évidement on peut organiser le changement temporel de fagon & ce que I'intégrale sur la boucle soit quand méme nul,

mais il s’agit de cas particuliers et non pas généraux.
Donc, une propriété importante d’une force conservatives est d’étre constante dans le temps
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1.3.2 N particules

Le jeu des p051t10ns est {77}V, des vitesses est {v;}}¥, et des impulsions est {p;}X,. Chaque particule interagit avec les
autres : FZJ est la force que la i-éme particule applique sur la j-éme.
Donc pour la deuxiéme loi de Newton

dpz nl
ot Fiezt 31
E (31)

froce externe agissante sur la partiucle i

On somme sut toutes les particules

STl

Nogn L N
Do T Fuk ) F (32)

i=1 i=1 j=1 i=1

Somme et dérivée sont opérations linéaires, donc on peut échanger 1'ordre d’exécution : = i j car une
K X ’ 7 dt dt
particule n’applique pas une force sur elle-méme.

d . N N . N s
= dt(;Pz>=ZZFﬂ+;FZ (33)

i=1 j=1

On définit le centre de masse R = ﬁ 21111 m;T; ot M = Zf\;l m; est la masse totale du systéme.

La vitesse du centre de masse est

LN LN
Rzﬂzmiﬁzﬂzpl (34)
=1 =1
N
= MR= Z p; = P impulsion totale du systéme (35)

Donc

d - N N N .
o= Z Z Z Fent (36)
A/—’

ext
Ftot

. . N N = P el
Maintenant on va travailler sur » ;~, > ., Fj;. D’abord on I'écrit comme somme de ses deux moitiés :

N N 1 N N . 1 N N .
ZZ i = 522 ji+§zz ji (37)

1=

,_.
.
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—
-
Il
—
.
Il
—
-
Il
—
<
Il
—



Mais lorsque ’on somme sur les deux indices, on peut toujours échanger les indices : cela revient & changer ’ordre de la
somme sans changer le résultat.

exemple N = 3
3 3 3
Z ZFU = Z ( 1+ Fio + Fi3) (38)
i=1 j=1 i=1
= ( 11+ ﬁlQ + ﬁ13) + (ﬁm + ﬁ22 + ﬁzs) ++ (F':n + ﬁ32 + ﬁdd) (39)
= (ﬁu + Fy + F31) + (ﬁm + Foz + ﬁ:sz) + (ﬁ13 + Foz + ﬁ33) (40)

3 3
(ﬁu + Fyi + ﬁdz) = Zzﬁw (41)

=1 j=1

-

Il
-

K3

C’est donc un long détour pour montrer que lorsque 'on a une somme sur plusieurs double
indices, on peut les échanger.

Donc on reprend la somme :

(42)

™
™
E"i:u
|

N | —
M) =
M-
B
+

N | =
hE
hE
:l
I

@
Il
—
<
Il
i
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~
<
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-

3

N
Z (ﬁ]1 + ﬁz]) (43)

[\'Jl\lb—l
M=
ﬁl
_l’_

N =
-
M) =
G,l
I

N | =

i=1 j=1 i=1 j=1 =1 j=1
La troisiéme loi de Newton nous dit : F;l = F‘;J Donc
N N 1NN 1N
SRS (Bt F) =3 (R Fy) =0 )
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Finalement, on arrive & :
d N N
TP=D"0 Fu+ Byl =0+ B3 = B3 (45)

,_.
Il
—

=17

En absence de force externes, ou si la somme des forces externes est nulles, alors

d =
%P =0 = Tlimpulsion totale du systéme est conservée (46)
On voit alors que, par rapport au cas d’une seule particule, 'impulsion totale est conservée grace a la troisiéme loi de

Newton.

Moment cinétique On porte notre attention au moment cinétique

L; =p; N5 (47)
dL; _ dp, N
4
= LT a NrRAg (48)

On somme & nouveau sur i



> dL; > dp, al dr;
t=L[= LA 5 A — 49
2 d 2 g M By (49)
i=1 i=1 o~ i=1 N——
2éme loi =0 car 7 =0:||p:
N N N N
=3 Z Fi | A+ Z Fetaey =3 "3 "FyAfi+ Y FEAT (50)
i=1 i=1 j=1 i=1

moment des forces externes

N . 1 N N . 1 N N .
ZZF]zAﬂzizz jzAﬁ'i_iZZ ]zA'F; (51)
j=11i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
N N N N
R D) TL R B PP (52)
2 i=1 j=1 2 j=11i=1
N N N N
= S Bt g (R ar = (53)
=1 j=1 j=114i=1
N N N N
=S [Bunmi- Funr] = 33D Bt - i) = (54)

s
Il
—_
<
Il
—
.
Il
—
<
Il
—

-
Il
,_.

<
Il
—

I
N =
hE
S
>
<
E

Finalement, en définissant

N
L= Z L; moment cinétique totale (56)
i=1
On a —- = N
= N N %7 )
dL 1 = et 5 ® S
PN +ZF (57) N
=1 j=1 7 A)
(.
\
Théoréme du moment cinétique L est conservé si
Z Fe"U A7 =0 (typiquement si F¢* = 0 Vi) (58)
i (o}
et si
e Les particules n’interagissent pas (F’” =0 Vij)
ou
. ﬁij || (7; —7) <= Forces centrales !!
Energie et Travail Par analogie & ce qu’on a fait pour une particule seule, on B,
va aussi s’'intéresser a I’énergie. On procéde selon les mémes lignes que pour une
. Lo . B
seule particule. Les forces sont appliquées aux particules pour les transporter de 2
AAB: {Fia} o Fis) -
LN
Le travail est Wag = Z/ F‘l -ds; (59) a,
Ay
a, sy

10



O v; est le chemin de A & B pour la i-éme particule et ds; est U'infinitiéme
tangent a ;.

Note : méme si le systéme est composé par N particules, on peut, mathématiquement, le
voir comme un seul point dans un espace & dimension d-N (donc N pour des particules en 1-
dimension, 2N en 2-dimensions, 3N en 3-dimensions, etc ...). Dans le reste du cours, on utilisera
souvent 3N, pour simplicité, tout en sachant qu’il s’agit d’un cas particulier.

B

S RS SRS
Mw»b
o~ a

&\}'M

Alors on reprend le travail :

dsz

Wany =3 / F, . ds; = Z / Gt (60)
A~ A~y

= Z/ mit; - dv’dt > (Tp, —Ta,)=Tp —Ta (61)
t n

1
e 1,
Et Pon définit énergie cinétique totale T = Z 5 miT; (62)
i

De plus, si les forces entre les particules sont conservatives (aussi bien que les forces externes) on aura :

B B B
Wap.~ =Z /A %E-dgz =Z /A ) Zﬁjﬁﬁ;ﬂﬂt - ds; (63)
—zz/ wﬁz/;wtf (o4

A17vi A1ji

fzz/

A1

ViV, (n,rj -ds; — Z / Vi V(7)) - d; (65)
Ay

On met en évidence que le gradient doit étre pris par rapport a la position de la particule sur laquelle la force est appliquée

ﬁji : force appliquée sur i par la particule j (66)

= gradient par rapport a 7 (67)

Aussi, on a gardé les indices pour les potentiels, V;; et V;, car chaque particule peut étre soumise & des forces différentes,
et de méme pour chaque couple de particules : deux particules chargées interagissent par biais de 1’électrostatique et de

la gravitation; deux particules neutres interagissent uniquement par biais de la gravitation.

deuxiéme terme La partie associées aux forces externes est simple :

11



B - B dvemt
S s e s

Ay Ay

- _ Z Ve;vt Vext (TA — Z Viemt ('FA) _ Z Viewt (FB) —

tit ({ria}) = Visi" ({7i5})

N

Ou l'on a définit ~ V&* (FZ}) — Z Vet (7
premier terme La partie avec les interactions entre particules est un peu plus compliquée :
N N B

- oo . 1 N N
_ZZ vf‘i‘/ji (Tiarj)'dsi:—§ ZZ l/

i=1 j=17 A7 i=1 j=1 Ayi

B B

Ayj

échange d’indices
On fait les hypothéses (raisonnables) suivantes :

L Vi (7, 75) = Vi (75.7%)

c’est & dire les deux particules interagissent par biais d’un potentiel ne dépendant pas de l'ordre.

exemple & l'interaction coulombienne ou gravitationnelle

. = o= qi4;

e Electrostatique Vi, (7, 7;) = Treoen 77|
. . (7 7)) — mqim;

e Gravitationnelle Vj; (75,7;) = Gi‘Fi*Fj‘

2. Vi (73, 75) = Vi (|75 — 7]) comme conséquence

On peut donc travailler sur la partie

B B
/ Vi (7 —m>dst'i+/ Vi, Vi (7 — 7)) - 5,
A:’Yi Ai"/i

En effet

Vi, Vig (17 = 751) = =V Vig (17 = 751) = =V Viy (I7]) - with 7y =7 — 7

On peut le voir de maniére plus simple en 1 dimension :

d d(x; —xg) df (x; —xy) df (x5;)
dzlf(x - ) = dx; ’ d(z; fz]]) =1 dxijj
d(w; —xj) df (xi —x;) df (i)
dacj f( B xj) da:j ’ d(ﬂ?l — 1‘]‘) =-b d.’l,'ij]
et donc
d
zj) = —%jf(xv: - ;)

Le cas en plusieurs dimension avec le gradient est tres similaire :

12

VeV (o) dsit [ VeV (57) - d5)

(68)
(69)

(70)

(72)

On pense par

(73)

(74)

(75)

(76)

(77)



ﬁﬂ.f (Fy — 7)) = ﬁﬁf ({xf‘ — x}l}izz) « marque les composantes
d

f ({J:a — mo‘}) -3¢ % vecteur unitaire en direction «

a=1 7 J
d df (a:‘?‘fx?) -

=Y e = Va1 )
az::l d(xf —xf) !

I
(=
ol
8
=2
S
—~
8
°
|
8
°
S~—

Donc
B B _ B B
/ Vi Vij (ﬁj)'d§i+/ Vi, Vi (Tij) - dS; Z/ Vi Vij (ﬁj)'dé—/ Vi, Vij (7ig) - ds;
Az a,v; Ay Ayj
On analyse les parcours v; et v;, ds; et ds;
On a

Py == 7
Py iy = (7% +dF%) = (7) + dF5) = (75 = 75) + (d, = d7)
?dﬁj:dﬁ—dﬂ:dﬁ—d%

Et la courbe d’évolution de 7;; de A & B est ;.

13
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(79)

(80)

(81)

(82)

(83)

(84)

(85)

(86)

(87)
(88)
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Vi, Vig () - S5 / Vo, Vig () - d5; (90)
A Avj
B B
avi; .,
= vm Vij (Tl]) ~drj = / d L d5; (91)
A,vij Ay @Sig
= Vij (7i,8) — Vij (73j,4) (92)

Si on remet tout ensemble (équation 65)

N
Wap = Z Z  (735,4) — Vij (735,8)] + Z [V (Fia) = ViES (7i,B)] (93)

premier terme 72—92 deuxiéme terme 68—70
= Viot {7i,a}) — Vier {7i.B} attention au signe (94)
n n
Ou lon a définit  Vior ({75}) Z Z Vi (755) + Z VEr (7, (95)
=1 j=1

Le facteur % vient du fait que 'on ne veut pas compter deux fois les V;;, une fois pour i et une fois pour j.

Ici encore, on remarque que si les forces sont conservatives, le travail est indépendant du parcours .

Conservation de 1’énergie mécanique Finalement, dans le cas & N particules, on encore une fois la conservation de
I’énergie mécanique :

TA + V;fot,A = TB + ‘/tot,B (96)

Résultats On s’arréte un moment pour discuter tous ces résultats :

1. L’impulsion totale d’un systéme de N particules est conservée si la troisiéme loi de Newton est valable (bien sur
qu’elle Vest !)

2. Le moment cinétique totale est conservé si les forces entre les particules sont centrales (dirigées selon 7;)
3. L’énergie mécanique totale est conservé si les forces viennent d’un potentiel de la forme V;;(|7;])
Alors on a remarqué que :
o ~ViVi (7y) = +V7, Vi (7))
= F;-j = —ﬁji = troisiéme loi !!!

e Si Vj; dépende de |7;| = 74, alors on peut développer un peu plus le gradient

d
> S ~ o @|7ij| AV (rij)
Vi Vij (I735]) = Vi Vi (I735]) = ) 2 ——F ——— (97)
az::l dxij d’f‘ij
dV (ri5) d
v Yo
a=
indép. de «
a d a o
av (rij) i x5 D a1 THEC AV (ri;)

_ o — 99)
d’f‘i i Z v 2 T dT‘Z‘ i (
J a=1 Zﬁ (xf;) J J
_ T dVi(ry) o dV (i)

Tij dT‘ij

(dirigé selon 7; 1) (100)

Donc, la forme du potentiel V;;(|7;|) méne automatiquement a la conservation simultanée de 'impulsion totale (et elle-
méme a la 3éme loil), & la conservation du moment cinétique totale et a la conservation de ’énergie mécanique totale.

14



Symétries Donc on analyse un peu mieux cette structure V(|7 — )

1. Dépend uniquement de la différence entre 7; et 7. Il est donc "

ajoute un vecteur @ a 7 et 7 on a 7, =7 +d et 7', =7 + d.

invariant par translation" (une symeétrie!) : si on

. - =
Figure 1: 7} — 7 =7 — 7}

Cette partie donne la troisiéme loi de Newton et la conservation de I'impulsion totale

2. |F; — 7| ne dépend pas de l'orientation, donc est "invariant par rotation" (une symétrie !) et cette structure est
responsable de la conservation du moment cinétique totale.

Donc on peut se poser la question : et si les symétries jouaient un réle bien plus profond que ce que I'on est superficiellement
en train de toucher. On va en rediscuter prochainement.

1.4 Problémes avec la formulation newtonienne

Bien que les trois lois de Newton soient suffisantes pour résoudre n’importe quel probléme, on peut facilement penser &
des situations ou l'application des lois de Newton telles que formulées par Newton (en particulier la deuxiéme) ne soit pas
bien adaptée.

Les montagnes russes

Le chariot est contraint & bouger sur le rail, mais il est soumis a la force du moteur F,, et a la force de gravité F.
Bien évidemment,

Fy + Fy = md (101)

impliquerait une accélération avec composante orthogonale aux rails : le chariot tomberait !

Il n’arrive pas car les rails exercent une force qui compense exactement la composante orthogonale aux rails, R. Donc
finalement

i= % (B + Fy + R’) (102)

sera exactement tangent, localement, aux rails.
Le probléme ici afin d’appliquer F' = mada est qu’il faut calculer R & chaque instant ! Pas du tout pratique !

Le formalise de Lagrange vise justement & dépasser ce probléme.
D’abord, il faut introduire le concept mathématique de contrainte.
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1.5 Contraintes et coordonnées généralisées
Contrainte : Une relation mathématique entre les positions des particules, leurs vitesses et le temps

FUFY {6 =0 (103)

avec le jeu des positions {7;} et le jeu des vitesses {7;}.

Dans ce cours on s’occupera seulement des contraintes dites : "holonomes", ou les vitesses n’apparaissent pas :

f{ri}t) =0 (104)

Aussi, on regarde seulement des contraintes qui sont exprimés comme égalités, et pas comme inégalités.
Exemple 1 :

Particule en 2D qui bouge sur un cercle de rayon R, centré en Eo(t), qui change dans le temps

3

A L)

fl@,y,t) =0 = (x—Xo(t)) 4+ (x—Yo(t)’—R2=0  Ry(t) = { Xo(1) } (105)

Exemple 2 :

Plus compliqué, deux particules en 3D dont une bouge sur un cylindre centré a ’origine, avec
pour axe 'axe z, et de rayon R; la deuxiéme particule n’a de contrainte en soi, mais la distance
entre les deux particules est fixée a [.

Contraintes (plusieurs):

1. 22 +y?—R*=0 (premiére particule) (106)
2. (z1—x2)? + (1 —y2) (21— 2)" —12=0 (107)

Du deuxiéme exemple on voit tout de suite qu’on peut avoir plusieurs contraintes pour un
systéme

- k
{fj ({Ti}vt)}jzl (108)
Degrés de liberté et coordonnés généralisées

Avant de continuer, il est bien de poser I'attention sur le nombre de degrés de liberté d’un
systéme.

Un systéme de N particules en d-dimensions & d - N degrés de liberté, correspondant aux d - N
coordonnés. Chaque contrainte réduit le nombre de degré de liberté a d- N — k. Les contraintes
peuvent étre utilisés directement pour exprimer les d - N — k degrés de liberté par biais des
"coordonnés généralisés" {g; }j]:\lfk.

Pour mieux comprendre il est bien de regarder le systéme comme un point en d - N dimensions
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Une contrainte f ({7;},t) = 0 est une surface (ou "hypersurface", "variété", etc) dans cette
espace.

—
el

/ v
On peut paramétriser cette surface par biais d’un systéme de coordonnés

—_—

-

(Attention : ¢ et go pour simplicité ! ¢’est un exemple !)

Avec la formule de la contrainte, ces coordonnés définissent de fagon unique les points sur la
surface.
Donc on peut exprimer

i =7 ({g5} 1) (109)

On regarde un exemple :

F—<$> mais x=Rc9s<p et donc
Y y = Rsingp

ol ¢ est la coordonné généralisée.

(110)

=3
Il
i
<
=
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—
X
Plus compliqué :
>
x z— 2z
=y avec x=Rcosp = TFT=7(z0¢) (111)
z y = Rsiny

On voit ici que les coordonnés euclidiennes sont des longueurs, mais les coordonnés généralisées peuvent avoir des unités
de mesure différentes.

Plus en générale : chaque contrainte définit une surface & dN — 1 dimensions dans l’espace & dN dimensions. Le systéme
doit satisfaire toutes les contraintes, et donc il évolue & l'intersection de toutes les surfaces, qui est une surface dN — k

dimensions (si on & k contraintes) dont la paramétrisation est données par dN — k coordonnés généralisées {g; ?szfk
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. Formalisme de Lagrange

Avec son ouvrage "mécanique Analytique" (1788), le turinois Joseph-Louis Lagrange a posé la fondation de toute la
reformulation mathématique de la mécanique. Bien que son but était la mécanique des fluides, il est plus pédagogique
d’introduire son approche par biais des contraintes.

Comme dans le cas de la force de la contrainte pour un chariot sur les montagnes russes, en présence de plusieurs
contraintes, il faut les forces de contrainte, & calculer "on the fly".

Donc Lagrange se pose la question: peut-on se débarrasser des forces de contraintes ?

2.1 déplacement virtuel

Intuitivement : si on pouvait se focaliser seulement sur le mouvement localement tangent a la surface définie par les
contraintes (donc & dN — k dimensions), on pourrait négliger toutes les forces qui sont orthogonales.

Observation supplémentaire : Les forces de contraintes" ne travaillent pas", car elles sont toujours orthogonales au dé-
placement.

Donc la premiére chose a faire est de définir les déplacement possibles sur la surface des contraintes, qu’on appelle "

déplacement virtuel" (Ils sont virtuels car il ne sont pas nécessairement ceux que la trajectoire va suivre; ces derniers sont
des cas particuliers), Les déplacements virtuels sont {577;}?21 (pour les N particules). Le choix du jeu {07} est arbitraire,
pour autant qu’il satisfasse les contraintes.

On écrit la deuxiéme loi :

—

ji—F—-R,=0 Vi (112)

R; est la force de contraintes sur la i-éme particule.

Maintenant on multiplie par §7; ) L
(5 — Fo— ) - 675 = 0 (113)

et on remarque que, par construction, é7; - R; = 0, et donc
(5 - F) - o7 =0 (114)

Attention ! Les déplacements virtuels mélangent les coordonnés | On a dN déplacement virtuels, mais seulement dN — k
degrés de liberté.
Donc la premiére chose a faire est de "perdre" I'identité des particules et de sommer sur i

Z(@—E)-éﬁzo (115)

K3

Maintenant on va utiliser les coordonnés généralisées:

i =7i({q}, 1) (116)
donc
dN—k o
o7 = —6q; 117
j; 8q7 J ( )

Ici on insiste sur la dérivée partielle car on pourrait avoir des dépendances pendant I’évolution du systéme. Avec la dérivée
partielle, il est clair qu’on fait attention a la géométrie.

Donc
S (- )5 = 3 (- A1) - | X 5rdn (118)
i J

dN—k . N o7
-y {Z(pi—Fi)-aqj}(qu:O (119)



L’astuce importante est que, la ou les {7} étaient liés I'un P'autre, les {d¢;} ne le sont pas car on peut les changer comme
on veut : par construction ils sont une paramétrisation unique de la surface.

Il faut alors travailler un peu ’expression :

. -\ OF
P —Fy) - — 120
Premiére partie :
., Or; dv; Or;

—;1 . 1 — Lil 1 121

I o
d or; d (0r;

= g =) = iy A v 122

Z i dt (Uz 8qj ) P it dt (aq] > ( )
dr;  Or; . 0 (dry

= - iU — | — 123

Z [dt 8qj] Y 8qj<dt) (123)
g ——

échange dérivées

On calcule la dérivée totale dans le temps de 7;

;_drl Zarl, [97‘1 (124)

Maintenant on prend la dérivée partielle par rapport a ¢; :
an dt . aq] 8ql 8(]1 8qj 8qj 8t

Ici on voit 1'utilité des contraintes holonomes :{7;} dépendent seulement de {g;} et pas de {q;} et donc

or;
dq;

=0 (126)

On reste alors avec

ov; ar; 0q _0q { 1 si j=1
- o a5 — b 127
90, ~ 2= b i, Mog T T 0 s Al 120

;1 est le delta de Kroenecker.
A rappeler : on est en train de prendre les dérivées partielles, donc on dérive les "lettres" et
donc g—gf # 0 seulement si ¢; et ¢; sont la méme expression.
J

Finalement 07 o7
Vi _ 9 (128)
8(]]‘ qu

Et on revient sur I’expression d’origine

87’7( avz — avl
> hgt = Sm, [ aq] S i 2 (129)
i i J i
—d a1 Y
2 g () ?%(Wf) 10

_dor_or 131
N dt 8qj an
On s’occupe maintenant de la deuxiéme partie, avec les forces :
L 07
F . =Q; 132
2Py, = (132)
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Q; est appelée force généralisée et, si on ne sais rien d’autre, elle reste de cette forme.

Enfin : i /9T oT
— =) —%5—-Q;;6¢; =0 133
;{dt (3%‘) 94, Q]} K (183)
Cette expression est toujours = 0, car elle est une identité par construction.

Mais comme on a dit, {g;} sont arbitraires. Donc leur combinaison linéaire est identiquement nulle, seulement si leurs
coefficients sont identiquement nuls.

Donc

d (0T oT

== )| - = =0 Vi 134

i (o) v (134)
Il s’agit de dN — k équations différentiels. On peut quand méme avancer un peu plus si on considére le cas de forces
conservatives

F=—Vav (135)

Dans ce cas

_ OF; L oF OV
= F; = — ViV =_—— 136

dérivée en chaine

et donc I’équation devient

d (0T or v
<.)+0 (137)
dt \ 04; 0q;  0Og;
2.2 Equations de Lagrange
On définit le Lagrangien du systéme
L=T-V (138)
et on écrit
d (0T oL
i el I 139
dt (3%) 9q; (139)
On peut avoir deux cas d’interét :
1. V ne dépend pas de ¢; = g—(‘{_ =0
alors on peut soustraire % (g—;) =0etona
d (0L oL
7 (%) — @ =0 Equations de Lagrange (140)

(bien évidemment la connaissance des conditions initiales est toujours nécessaire !)

2. On aboutit aux équations de Lagrange aussi dans un autre cas : si

ov. d [oV
= 4 2= 141
QJ 8(]]‘ + dt <6qj> ( )

(le cas précédent étant un cas particulier)
On reviendra sur ce cas plus loin dans le cours.

On s’arréte pour faire le point :
Le passage au formalisme de Lagrange est executé de la fagon suivante :
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. On trouve une bonne parameétrisation de l'espace accessible au systéme : on passe des coordonnés cartésiennes {7; }

aux coordonnés généralisées {q;}.

Ce passage permet de se débarrasser des contraintes (qui sont implicitement tenues en compte) et par conséquence

on se débarrasse aussi des forces des contraintes.

. Il faut écrire le Lagrangien du systéme : L =T — V en fonction des coordonnés généralisées {g; }.
. 1l faut écrire I’équation de Lagrange associée a chaque g;:

d (0L oL

— (=) —5—=0 Vj

dt qu an'

+ condition initiales {¢;(0)}, {¢;(0)}

Exemple : Particule de masse m en 2D, contrainte & bouger sur une ellipse avec axes principales
dirigées selon x et y, de longueur a et v respectivement

% O )
q
I\ CQ\A_%'ZOJ'\ME-Q :
-t
b = < 2 2
P R :, XZ L8 L,
@ o a* . =2
On passe aux coordonnées ellipsoidales :
— } 2 2 b2 202
x_ac.osga N a* cos <p+ sin" ¢ _
y =bsiny a? b2

car elles satisfont la contrainte (si a = b on obtient 1'usuelle paramétrisation polaire.) ¢ est la
coordonné généralisée !

En suite on écrit I'énergie cinétique T:

1 1
T = “mi? + —ma?
2mx +2my
mais
T =apsing
1y =bpcosp
donc

1
T = 5m (a2gb2 sin? o + b%p? cos? go)

Aucun potentiel a été définit, donc L =T

Finalement on peut écrire I’équation de Lagrange pour ¢:

da(oLy_oL_
At \o¢ ) 0o
1 d .. . . 1 .
é§m£ [2<p (a2 sin? ¢ + b? cos? <p)] — §mg02 [2(12 — 2b2] singpcosp =0

et aprés quelques calcules :

b (a2 sin? ¢ + b? cos? ©) + * (a2 — b2) singpcosp =0 + ©(0) et ¢(0)
—_———

conditions initiales
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Que se passe-t-ilsia=b=R?

1
L= 5mR?gb2 (151)
et I’équation de Lagrange devient
d (0L oL
7 (&p) " % =0 car  n’apparait pas dans L (152)
—
=0
oL 2. o ) .
7 = mR*p =1, < moment cinétique ! en coordonnés polaires (153)
2
Donc 4 /oL
T (6(,0) =10,=0 l, est conservé !!! (154)

Mathématiquement évident : si ¢ n’apparait pas dans le Lagrangien L, alors g—fa =0

Qui implique que % (%) =0

qui, & sa fois, implique que

L " .
— = const quantité conservée !! (155)

o

Une coordonné qui n’apparait pas dans le Lagrangien s’appelle coordonné cyclique (Bien évidem-
ment le vitesse généralisée associée doit apparaitre).

2.3 variables cycliques

En définissant I'impulsion généralise associe a une coordonné généralisée ¢; comme

oL

Pi = — 156
J 3%‘ ( )

on a que, pour chaque coordonné cyclique, 'impulsion généralisée associée est conservée
pj =0 = p; = constante (157)

On regarde le concept de coordonné cyclique un peu plus en profondeur :
L:L(CI17(I27-~-,Qj—17CIj+17--~aQMa q.lv"'aCjM at) (158)
——

gjcyclique toutes les vitesses

Si on ajoute une valeur quelconque & ¢;, mais constante dans le temps, L ne change pas ! Il s’agit d’'une symétrie
"géométrique" du systéme. Donc encore une fois, on voit que 'existence de quantités conservées est intimement liée & la
présence d’une symétrie.

Maintenant on se pose la question cruciale : est-ce que le formalisme de Lagrange s’applique seulement en présence d’une
ou plusieurs contraintes ?
En Effet, non. Si on veut, on peut l'appliquer aussi en I’absence de contraintes (toute la dérivation n’en dépend pas !)

On peut donc regarder Lagrange d’une autre fagon :

Le formalisme de Lagrange tout simplement nous fournit une méthode pour changer les variables dynamiques qu’on utilise
pour décrire le systéme.

Les changements de variables de cartésiennes & polaire, cylindriques ou sphériques en sont des exemples.

Dans la méme ligne de pensée, alors, on peut aussi appliquer Lagrange en coordonnés cartésiennes : On regarde le cas
d’une seule particule en 3D, soumise & une potentiel externe V (7)

1
L=gm (&°+9* +2%) =V (z,y,2) (159)

T
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Et enfin

d (0L oL d ov
— (=) - = = —(md — = 1
dat <a¢> oz =07 Mt 5 =0 (160)
~~
—F;
mit = p, = impulsion associée & x, définie par %, correspondant & la définition usuelle.
et donc
Do = Fy La deuxiéme loi !!! (161)

On peut aussi montrer que p, = Fy et p, = F}.

Donc , en coordonnés cartésiennes, les équations de Lagrange se réduisent & la deuxiéme loi. En effet le formalisme de La-
grange nous donne une forme de la deuxiéme loi plus universelle, qui est adaptée a n’importe quel changement de variables.

Il est aussi intéressant de remarquer que si une des coordonnés cartésiennes est cyclique, I'impulsion correspondante est
conservée. Encore une fois, il s’agit d’une conservation associé & une symeétrie.

2.4 Coordonnées normales

Le formalisme de Lagrange permet de changer de variables avec une procédure donnée :

{rit —Ae} = {@}-={¢} (162)
et ensuite il faut écrire I’énergie cinétique et I’énergie potentielle par biais des {g;} et des {¢;}
T({aj} Ag;}.t) et V({a}, 1) (163)
on écrit L :
L=T-V (164)
et enfin on a 4 /oL oL
a (oL oL _, 165
dt (3%) 9q; (165)

L’espoir est que si ’on choisit de bonnes coordonnés généralisées, les équations dynamiques seront faciles a résoudre. Le
méme esprit, méme s’il n’est pas déclaré explicitement, s’applique au probléme des coordonnés normales.

Pour commencer on définit le concept de point d’équilibre mécanique stable.

Si on a une particule dans un potentiel V' (7), le point d’équilibre mécanique stable est le minimum de 1’énergie potentielle,
& savoir ﬁ;.V = 0 (qui identifie les extremums : minima, maxima et points de selle.)

Le minimum est ensuite le point extrémale dont la matrice hessienne en d-dimension est définie positive

2%V %V . %V
Ox? Ox10x2 Ox10xq
K= .. .. (166)
o v L *v
Oz 0T 6333 Posctr
Ol Toxtr €St calculée aux points extremum
Définie positive veut dire que
- K-¥ .
AR

et que les valeurs propres de K sont toutes positives.
Si on a un systéme composé par N particules, la généralisation est facile : il suffit de regarder le systéme en d/N dimensions

-

ViV =0 gradient en dN dimensions = systéme de dN équations (168)
2%V 9*v o v
Ox? Ox10xo 0x10TaN
k= . (169)
- _ev o2V
OrgnOx1 Bw(ziN Fotr

et on choisit le Texi, tel que k est définie positive.
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Petite note : On a un systéme composé par deux particules en 1D, qui sont reliées par un
ressort de longueur a repos lg = 0

1
V= k(w2 - 1)’ k>0 (170)
Donc, intuitivement le point d’équilibre stable est 3 = x1. (qui est un peu étrange !) on va

mieux comprendre )
D’abord on cherche le point d’équilibre :

{ W~z —31) =0 (171)

Il est clair que xo — 27 = 0 est solution, mais il nous dit pas ou sont x5 et x;

On prend la matrice hessienne

%V %V
o 890% Ox10xo o k —k (172)
- %V %V -\ -k k
Ox10xo Bocg =20

On calcule les valeurs propres :

=

(k=MN2—k2=0 = (k—\2=k?

=k—-A==k
=2 =0 (173)
Ao =2k>0
On cherche les vecteurs propres correspondantes :
.
_ -k -k vy o\
woapreo = () () = -
Oun a alors v; = —v5 (et on peut choisir v; = % et v, = —% si on veut que (7)™ =1)
Géométriquement il correspond & un déplacement opposé des deux particules
”\W)
4 2
C’est donc le mouvement qui étire le ressort.
On cherche le vecteur propre correspondant & Ay =0
vt N
k. —k v
_ o+ 1 _
(K — X D)o 0 = ( k& > ( vi ) 0 (175)
La solution est v;” = v (et on peut choisir v{ = vy = \%2 )
"‘A N_é
— T e—ep—————>

C’est un déplacement qui ne change pas la longueur du ressort : c’est une translation rigide.

Si on généralise & un systéme de N particules & d dimensions, on doit s’attendre a combien de
valeurs propres nulles ?

d translations rigides — d valeurs propres nulles
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d =1 — pas de rotations = pas d’autres valeurs propres nulles
d = 2 — 1 rotation rigide = 1 valeur propre nulle

(176)
(177)
d = 3 — 3 rotation rigide = 3 valeurs propres nulles (178)
Donc en effet on peut s’attendre que K soit semi-définie si le systéme n’est pas soumis & I’action
de forces externes.

On peut revenir au probléme originale du minimum du potentiel V ({r;}) = V(7). On le développe autour du minimum
7o

- 1
V(F) ~V (7o) + VFV _To+ 5 (7 =70

K - (7= 70) + -neglige (179)
et donc )
V()= 5 (F=70)" - K- (7~ 7o) (180)
Le terme V (7) est une constante qui ne contribue pas aux équations, qui impliquent des dérivées
On peut donc écrire aussi 1'énergie cinétique (¥ = F')
| P
T= Z omi¥; = 50 M7v (181)
7
Ou on a introduit la matrice des masses M of dN x dN

dN

\l

(<
[}
s
s
O

ol
et on peut directement écrire les équations de Lagrange en sachant que
1 =T h 1 — SN T — —
L=gr Mr— 5 (F—7o) K(F—1o) (182)
Equation de Lagrange :
d (0L oL
— — =0 i=1,...,dN 183
dt (a@-) o7, P=heen (183)
Ou z; est la i-éme composante du vecteur 7 (& dN dimensions)
Qui est, explicitement

m,xz — ZK” (%‘j — xj()) =0
J

(184)
Structurellement, cette équation ressemble & celle d’un oscillateur harmonique, mais en effet elle est (elles sont!) plus
compliquée !
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En effet, il s’agit de dIV oscillaturs harmoniques couplés entre eux : on doit résoudre les équations toutes ensemble.

On réécrit les équations sous forme matricielle :

M7~ K (F—7) =0 (185)
On change de variable ¢ = ¥ — 7, avec 3,7' et 17 =7
Donc }
M~ Kij=0 (186)

On multiplie toute 1'équation par M -1 (M ~1 existe car toutes les masses sont > 0)

Y- M 'Kij=0 (187)
Maintenant on va diagonaliser la matrice M _1£ : on cherche les vecteurs et valeurs propres : w,% et Z tel que :

M~ Kz = wiZ, (188)

Qu’est-ce qu’on peut dire des valeurs propres de M -1 K7
On peut réécrire I’équation comme

1
mf 2 0
M iK% =wiM3 5, o M*3 = (189)
3
0 My
en suite on sait que g_%gé = I et donc
1, _1 11 9,1,
M :KZ, =M KM 2M? Z, = wiM?2Z, (190)
£ Y 22 "L L8 17 £
. 1, - _1 _1
Sil'on pose i = M2z, et K =M 2K 2
Kiiy = wiiy, (191)
Donc g et ﬂ_%KM_% ont les mémes valeurs propres.
Mais g est symétrique, car M ~3 st diagonale et K est symétrique, donc les valeurs propres de é sont réels
Est-ce que les valeurs propres de 5 sont toutes positives ou nulles 7
e si¥y,...,7, sont les vecteurs propres correspondants aux valeurs propres nulles, alors
M7'Kv;=0-9; j=1,...,n (192)
et M _1£ a le méme nombre de valeurs propres nulles que K, avec les mémes vecteurs propres.
e Si on prend un vecteur quelconque § (pas un de ceux a valeurs propre nulle) on a
K5 MK MR (193)
FT.5 s
M =57 K - @ 3 (M EET (M (194)
LT[ s
1
“EHT K- [M 3 §TM s
_ M T :[:1 5] 2 >0 (195)
(M 25T [M 2] N

R . >0M ~1 def positive
>0K semi-def positive —
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Donc aussi K est semi définie positive. Donc les valeurs propres de K sont positives ou nulles, et M “1K a les mémes
valeurs propres, que 'on peut donc exprimer comme des carrés, wi.

On revient alors a ’équation )
y-MKj=0 (196)

On écrit ¢(t) comme une combinaison linéaire des vecteurs propres de M 'K

)= Qu(t)z (197)
k
et on peut le faire car ils sont une base compléte. Alors, en substituant & la place de %, on a :
:lj: Z ngk et (198)
ZQM - 1KZ Qi = (199)

Z Qré — Y Qk%ilézk =0 (200)

k K

Z Qnrzx — Z Qrwizy =0 (201)

K K

=Y [Qk — w}%Qk} Z=0 (202)
J

Puisque les Zj, sont linéairement indépendant, cette identité est réalisée seulement si leurs coefficients sont tous nuls :
Qr — wiQk (203)

On a décomposé le systéme comme s’il était composé de dN oscillateurs harmoniques indépendants.
Les {Q} sont les "coordonnés normales".

On revient en arriére et on écrit le Lagrangien du systéme :

1. . 1
L=T-V= 3§ Mj— JjKj (204)
On utilise 'expression
y= Z Qrzn = Z QnZ (205)
k k
1 S . 1 N .
= L=3 > QuQuEL MZ, — 3 > QuQiz K7, (206)
Kk’ kk’
1 S ; 1 1 1 1 1
=5 D Qe (I M)(M>Z) — ZQka M) (M7 EM7)(M? Z) (207)
kk’ kk’
L L
1 S . 1 . R
=35 > QuQu i, - iy, — 3 > QuQueiiy, Ky (208)
Kk’ Kk’
Maintenant on se rappelle que K est symétrique et que donc ses vecteurs propres sont orthogonales ("normales"):
ST - o ]. Si k = k/
Upr = U = 6kk’ = { 0 si k 7& k‘l (209)
Au final : ) )
L=% 5% - et - X (210)
k k

On a décomposé le Lagrangien dans la somme de Lagrangiens indépendants.
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qui sont les coordonnées normales correspondantes aux valeurs propres nulles ?
Qr=0 = Q= const conservée! (211)
Dans I'exemple donné auparavant, on avait que c’était des translations et des rotations. En effet :

M 'Kz, =0 (212)
Mais si zj est vecteur propre de K associé¢ & une valeur propre nulle, alors c’est aussi un vecteur propre de M 71£ ;
toujours avec valeurs propre nulle.

Donc I'argument utilisé pour K se porte sur ﬂ_lé.

De plus
2’V _9*v 9%V 2’V 2%’V _9*v
Oz? Ox10y1 Ox102) 0x10xN Ox10yNn Or102N
K= (213)
On T’a écrit en 3D pour I'exemple, mais on peut facilement généraliser & d dimensions.
Donc si on prend le vecteur
1
0
0
1
0
0
> 1
Z= (214)
0
0
1
0
0

on a v
0V
;=3 (504 ) (215)
="/ ; 895]8371 7
Exemple: On va traiter cette expression par biais d’un exemple : 3 particules
V = Vip ("1 — 72) + Vig (71 — 73) + Vaz (2 — 73) (216)

On choisit j =1 et on a

=0
3 aZV 82‘/12 82V13 82‘/23
- 21
; 0x;011 0x1011 + 0x10x1 + 0x10x1 ( 7)
=1
=0 =0

—— —
*Viy 9*Vis 9V

* 02021 0x20x1  Ox2011 (218)
=2
=0 -0
— —_——
s et B (219)

8$381‘1 8.27381‘1 al‘gaxl

=3
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Ou les termes ne dépendant pas des variables de dérivation sont égal & zéro. ( 089023‘({)151 ne dépend

pas de z3)
23: PV PVig | PVig | Vie Vi (220)
i—1 6171(%1 - 8x% 893% 8%28(E1 89338:131
0 [0Viz OVig oVis  0Vis
= 221
8951[(8961 + 0x4 )+ 0xq + Ox3 ) (221)
=0 =0
Vig (71 — 72) Viz (71 — 73)
et ils sont nuls V7, pas seulement en 7
Donc si on généralise & N particules, on a que
1 1
0 0
0 0
1 1
0 0
KE-10[=0-]0 (222)
1 1
0 0
0 0

mais ce vecteur est une translation en direction de x de toutes les particules.

On répéte pour chacune des autres directions et on voit donc que les coordonnés normales qui correspondent aux trans-
lations en effet disent que I'impulsion totale est conservée et que le systéme bouge d’un mouvement rectiligne uniforme.
On peut montrer aussi par un argument similaire s’applique aussi pour les rotations, mais on ne marque pas ici sa dérivation.

A quoi servent-elles, ces coordonnés normales ?

D’un coté, clairement elle rendent la solution du systéme plus facile car elle sont découplées les unes aux autres. Ce sont
des simples oscillateurs harmoniques.

D’un autre coté, elles offrent une fagcon d’examiner expérimentalement un systéme !

Si on l'excite avec une perturbation périodique de pulsation w, si w correspond & une des fréquences propres, alors on le
systéme entre en résonance. Donc, si on peut choisir w, on la change pour trouver toutes les fréquences de résonance, dont
le nombre et les valeurs vont permettre de reconstruire le structure du systéme.

Plusieurs moyens sont possibles : laser, neutrons, électrons etc... Toutes ces méthodes a la base utilisent la décomposition
en coordonnés normales.

2.5 Calcul des variations

Le formalisme de Lagrange qu’on vient de développer est une conséquence des lois de Newton. On va maintenant montre
qu’on peut les dériver a partir d’une formulation complétement différente. Pour le faire, il faut introduire le calcul des
variations.

Il faut d’abord définir le concept de "fonctionnelle". Une fonction est une opération qui prend un nombre en R” et le
transforme en R : f : R™ — R (bien évidemment on ne doit pas se limiter & R), mais on le fait par simplicité). L’argument
d’une fonction est un nombre.

Une fonctionnelle est une opération qui prend une fonction et la transforme en R : 7 : R™ — R

Un exemple typique est ,
I[f] = / E(f f' f" .. x)da (223)
Ou f:R =R (f(x))

L’argument de I est donc une fonction, et pour chaque choix de la fonction, I prend une valeur différent.
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Par exemple :

F(f)=zff
Alors .
Ifl= | F(f,f 2)d
A= [ FUsa)da
et
1 31
I[x]:/ x-x-ldwz%d :%
0 0
L 2 " 2
= L2 — 2.5 = —
I[a:]—/o x-x 2xd1:—5:1; 75

Note : Les fonctionnelles sont étudiées dans I’Analyse Fonctionnelle, une branche trés belle et
riche des mathématiques. Elle généralise analyse a des objets (arguments) qui sont des fonc-
tions.

Quelle est la question & la base du calcul des variations ?
Soit donné la fonctionnelle I[y], dont ’argument sont les fonctions y : R — R, y(x) avec z € [a, b].

b
Ily] :/ F(y,y, x)dx

avec y(a) et y(b) fixées pour tous choix de y

Alors on cherche la fonction y qui minimise I[y].

e Route formelle (voir notes sur le moodle): on utilise la dérivée fonctionnelle

oI
S0 = 0 on utilise & pour la dérivée fonctionnelle
Y

(en effet trés similaire a 'analyse, aprés avoir définis ce qu’est la dérivée par rapport & une fonction.)

e On retourne a ’analyse.

Si on connait la solution (), on peut écrire toutes les autres fonctions de la forme
y(@) =y(x) +an(z) aeR

avec les conditions

(a) =

car y(z) et g(x) doivent satisfaire { z(b) (@) = ya

{ n(a) =0
(0) = ws

n(b) =0

<@

(224)

(225)

(226)

(227)

(228)

(229)

(230)

(231)

(232)

Alors, si n(z) est arbitraire (sauf pour les conditions en a et b), la dérivée de I par rapport & a doit étre nulle en

a=0

En effet, pour chaque n(z) donné,
Iyl = I[n; o] = I(«) est une fonction de «

I[n; o] dépend paramétriquement de «.

donc .
I[y}:/ F(g+any +an',z)de
ot dl
= =0 Vv
da|,_, 1
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On développe cette derniére expression :
I b OF 0y oF oy + anf
dr _/{ _ O ton) oF (¥ +0m)} i (236)
do|,_, o LO@+ an) O oy + an') da o
b
oF oF ,
= — — d 237
/a ag T ey (™ (237)
-
a=0 a=0
b b
oF
= ; ?ﬂ dx +/a F nldx (238)
Et on travaille par parties sur la deuxiéme intégrale
I bOF oF | b d (oF
— = —nd —n| - — =] -nd 239
dal 7, ay"“r{ay/"a / dz(@y’) ndx (239)
b b
oF d [0OF OF
_ i il d il 240
/a{ay dm(ay’>}w+6y’”a 240
mais 17(a) = n(b) = 0 et donc le dernier terme est nulle.
Finalement
dI b(d (OF\ OF
= == — (=) === tnde=0 241
do |, / {dx (8y/> 6y}"$ (241
car on sait que T - =0 (242)
D’autre coté, n est arbitraire, et donc cet intégrale est nulle pour n’importe quel choix de 7 seulement si
(243)

A (OF\ _OF
dx \ 0y’ oy

qui en réalité est une équation différentielle en §. Autrement dit, ’hypothése que ¢ soit solution est consistante si

elle satisfait cette équation, qui s’appelle I’équation d’Euler.

Principe de moindre action

2.6
A ce point I'analogie avec le formalisme de Lagrange est clair :
F—L
y—q (244)
T —t
et on définit TACTION S[q|
to
. t ) = a1
S :/ L(q,q,t)dt avec q(t 245
[4] . (4,4,t) {q(t2)_a2 (245)
La fonction qui minimise S, et qui doit donc satisfaire 1’équation de Euler-Lagrange
d (0L oL
— =) —-——=—=0 246
dt <ad) Jq (246)

est la trajectoire du systéme.
On dit alors que le systéme évolue selon une trajectoire qui minimise ’action selon le PRINCIPE DE MOINDRE

ACTION
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A noter : pour résoudre les équations de Lagrange, on posait les conditions initiales : ¢(¢1) et
q(t1)

Dans la dérivation qui nous a mené au principe de moindre action et & I’équation de Euler-
Lagrange, on a uniquement posé q(t1) et g(t2) (aucune condition sur la dérivée).

Il est important de marquer le fait que I’équation différentielle peut étre résolue avec les deux
types de conditions.

Extension a plusieurs degrés de liberté {g;} On définit, comme précédemment :

% =45 N . (247)
avec  n;(t1) =mn;(ta) =0 Vj  carz;(t1) = gq; (t1) = g1 et zj (t2) = g5 (t2) = gj2

Ou g; est la solution recherchée

Alors
ta
S{z)] = / L({g; +am} . {d + iy} 1) dt (248)
t1
ds /t"’ {8L oL . }
—| = 4 ay pdt =0 249
do a=0 t1 zj: aqj " aqj g ( )

On intégre par partie le terme en 7); et on obtient

t2 oL d <8L>] {aL ]“
= = (= dt + . 250
/n ; [3%’ dt \ag; )| ™ 2 aq; " (250)

J t

as
do

a=0
—————
=0 car n;(t1)=n;(t2)=0
Puisque les 7; sont arbitraires, alors il est nécessaire que chaque terme soit nul et on aboutit encore aux équations de

Euler-Lagrange :
d (0L oL
(=) - == , 251

dt <3%) 9q; O 250

2.7 Invariance de Jauge et Principe de moindre action

Le principe de moindre action permet de découvrir que le Lagrangien n’est pas définit de fagon unique. En effet, on peut
lui ajouter la dérivée totale d’une fonction ne dépendant que de {g;} et du temps, mais pas des vitesses généralisées, et
on obtient exactement les mémes équations :

L (fay) A} o) = e (g3 1)+ 4010 (252)

Alors

SN = [ L () L) e = (253)

t1

:/t2L({zj},{zj},t)dt+/t2 LLECET S P (254)

t t dt
=Sz} + F{q (t2)}, 1) = F({g; (1)}, 1) (255)

indép. de «
n; (t) =mn; (t2) =0

Donc a la fin
4’ [{z,}] _ dS[{z)]
do do

(256)

qui engendre les mémes équations.
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2.8 dérivée fonctionnelle
Une fonctionnelle associe un nombre & une fonction :

I[f]eR (257)

(Il se pourrait que I'ensemble soit C et il pourrait associer un nombre & plusieurs fonctions : I[{f;}])

Un exemple est 'action

Sla = [ L} dad 1) ar (25%)
avec {¢;(t1)} et {qi(t2)} fixés. L ({q;},{¢},t) est le Lagrangien.

Le principe de moindre action nous dit qu’il faut minimiser ’action par rapport aux fonctions {g;(¢)}.
Symboliquement on écrit :

08
6(]1(1')

et on appelle dérivée fonctionnelle.

=0 Vi on dérive S par rapport a g; évaluée en t (259)

Mais qu’est-ce qu’il signifie 77
On y arrive par étape. Si a la place de l'intégrale on avait une somme aux temps discrets {t;}, on écrirait

Saiz}] = ZL (aij} t;) et gy =ai(t)) (260)

IIU+1 qij

Ici on écrit par la dérivée car aux temps discrets elle est fonction des {g;;} : ey
J

{gij} est une collection de variables indépendantes.

[N.B. elles sont indépendantes & cause de ’aspect arbitraire des fonctions g¢;(t); bien évidement
lorsque 'on trouve la solution du moindre action, elles vont étre liées entre elles]

Donc, aux temps discrets, on peut penser & S comme & une fonction des variables indépendantes {g;; }.
On dérive maintenant par gk, donc la l-iéme fonction évaluée au temps tj.

ZL {4ij} 1)) (261)

dQIk d(ZZk

b3 OL dgi; | _ 9L (g}, t) (262)

o~ £ 0qi; dqu, Oqex
dérivée en chaine J N~
8i1+Okj

Maintenant, on revient a la forme intégrale :

S ) y o o
(5ql(t) - 5ql( ) / ({ql( )}7{% (t )},t)dt (263)
B /t sqncy - (e (O i ()}, ) v (264)
_ t2 oL dg; (t') OL dg; (') /
_/t1 Z q; (t') daqi(t) + 8g: (t') dqi(?) dt (265)
—_—

on le traite par partie

34



" C(at
dgi (') = 4 <dq, (t )> On peut changer 'ordre de dérivation (266)
dai(t) dai(t)
o 9L d (dg t2 A oL dq ) v
— = dt' = - 267
[ Tawaam) =L i(ae) Gt Sam e, ©
On remet tout ensemble et on a
or dgw)| T d [ oL oL Y dg; ()
/ ql _/ Z{,( (1 > - / } % dt’ (268)
5qz 94 (") da(t) |, Jo, S \dt' \0ai (")) 0qi(t) ] da(t)
. dg; (')
mais qu’est-ce que 77 269
d a dqi(t) (269)
D’abord i doit étre égal a 1, sinon ¢; et ¢; sont indépendants. Mais aussi ¢’ = ¢, sinon ¢;(t) et ¢;(¢') sont indépendants.
Donc da; (1)
q; (¢ /
=4 S(t—t 270
= =) (210)
Dirac delta fonction
Attention, Dirac delta fonction est en faite une distribution, pas une fonction.
Donc on a :
e (4 [ oL oL
dad (t—t - - 6i0d (t — ') dt’ 271
) = 2 7 = [ =i (@m) a0 )
oL et g 9L oL
= ——0(t—t —/ {( , )— }5 t—t')dt 272
o @’ N, " N \Ga @) T a0 7
c ¢t6 fait en utilisant 65 = 4~ L. !
e passage a ét¢ fait en utilisant 0y = 3 iy
Comment fonctionne le delta de Dirac ?
Dans une intégrale, elle marche comme la delta de Kroenecker dans une somme .
to
S fiba=f = F@AYS (@t —t)dt = f(t) (273)
i t1
Donc
5S oL N ) oL
- S(t—1t —{( : >— } 274
oqi(t)  Oq () ( ) P dt \ 9q;(t) 0qi(t) (274)
qu'est-ce que & (t — ') |p=¢ out’ = 37 (275)
rappelons que  §(t —t') = lim f, (t—t) Ou f, (t —t') sont des fonctions (276)
n—oo

Par exemple

fa(t=1') = \/ge‘g(”f (277) v

Il s’agit d’une séquence de fonctions de plus en plus étroites autour de t,
mais toujours d’intégrale unitaire. [ '

On peut facilement voir que
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. N 0 si t#£t B o
i pe-o={ 0% LT —sa-v (278)
donc 0 (t—t)|,_y, =06 (t—1t")]y_,, =0 pourty <t <ty (279)

[N.B. Attention, je suis en train de traiter ¢ (¢t —t') comme si elle était une fonction ! |

- )}

ce qui est exactement ’équation d’Euler-Lagrange.

Au final

2.9 Moindre action et contraintes

Le principe de moindre action permet d’inclure dans le formalisme Lagrangien aussi des contraintes qui sont difficiles &
traiter par coordonnés généralisées.

Rappel : théoréme des extremums liés
Si on veut minimiser une fonction de plusieurs variables f(xz,y) soumise & une contrainte
g(x,y) = 0 on minimise la fonction

fz,y) = f(z,y) + Ag(z,y) X multiplicateur de Lagrange (281)
Donc on doit résoudre le systéme )
9 —
;
o — (282)
g(x,y) =0

La solution des deux premiéres équations donne z(\) et y(A), que 'on insére dans la troisiéme
pour trouver .

Pourquoi suit-on cette procédure ?
On le comprend plus aisément graphiquement :

sl Ae/

WLOR0uA e .
(2e h,k;{' )ootu’( c

Il faut chercher le minimum de f sur la courbe rouge. Le gradient de f est un vecteur L aux
courbes de niveau (fleche bleu). si on le suit on arrive au min de f.

Mais on sortirait de la courbe rouge. Donc il faut enlever la composante orthogonale & la courbe
rouge (fleche rouge), dont la direction est donnée par le gradient de g(z,y) (la courbe rouge est
une courbe de niveau pour g(z,y) !). On ne connait pas la longueur de la composante, mais sa
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direction oui. Donc le vecteur vert, qui va vers le minimum tout en restant sur la courbe rouge,
est

Vf—AVG X a déterminer (283)

ou autrement dit = .
V(f-Xg)=Vf (284)

Lorsque ce vecteur est nul, on est au minimum de f sur une courbe de niveau de g. Il faudra
seulement s’assurer qu’on soit sur la bonne (g = 0), en fixant A. Tout cela peut étre généralisé
au cas de plusieurs dimensions et multiples contraintes.

Disons qu’on ait les contraintes f; ({7},t) =0 j =1,...,k étant tellement compliquées que l'on arrive pas & trouver
des coordonnés généralisées.
Bien évidement, si f; = 0, alors A; f; = 0 et aussi

Y oNf ({Fit) =0 ainsi que / Ay (R}, 0) | dt =0 (285)
J 1 J

Donc on peut le considérer comme une contrainte et dire qu’il ne faut pas minimiser I’action S, mais la fonctionnelle

t t

§= /t2L<{ﬂ}’{ﬁ},t) dt+/t2ixm ({7} dt (286)

Les équations d’Euler -Lagrange sont ainsi :

d (OL\ 0L <<~. 0f;
o (am) =5 +;Aj8—” =0 (287)

En effet, il s’agit de la formulation originaire du probléme des contraintes : il faut & chaque instant enlever la composante
de la force appliquée qui est normale & la contrainte. Ici on voit bien que, une fois les A; déterminés, la force de la

contrainte pour la coordonnés r; est Rj = —> . A; Z{Z

Bien évidement il faut étre flexible : peut-étre que certaines contraintes ménent & des coordonnés généralisées, et qu’il
faut traiter les contraintes restante comme montré ci-dessus.

Aussi, dans certaines limites, on peut inclure des contraintes qui ne sont pas holonomes.

L’utilité de cette formulation, quand méme, est qu’elle offre la possibilité de résoudre des problémes ou la contrainte

apparait déja en forme intégrale

| sty (288)
N S:/tz Ldt—i—)\/tzg({ﬁ-},t)dt (289)

ty1 ty1

Important : Le calcul variationnel est trés important, méme avec contraintes intégrales. Exercices, Exercices,Exercices !!!

2.10 Invariance de jauge du Lagrangien

L'=L+ % pas de {¢;} (290)

Invariance de jauge et les changement de référentiel (1D par simplicité)

= f(,1)
{ PR (291)

Le temps est absolu (il faut la relativité pour généraliser).
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Si on croit qu’il y a une facon d’observer dans un référentiel et de traduire les observations dans un autre, il faut une
relation mathématique entre les coordonnées.
Disons que

L(Geid a0 =2 (4 o { G ) o) (292)
S gmit 5 S i) = 3 g [&ren] “3 V(1 5) (209)

On va calculer explicitement la partie cinétique :

d, , 1"_[of. of of af of ., (9f\?
[dtf(x,n} [8, +at] (8) +2Mt“(8t) (204)

o Z <8f(xz,t> 22 of xf,oaf(at )x+2;m<af§”>2 (205)

Rappelez vous la forme plus générale de la premiére loi de Newton : Les lois de la physique sont les mémes dans différents
référentiels. Se traduisant par : Le lagrangien est le méme.

L2}, {@} 1) Z “myi? Zv ) — (296)
Si on compare, on a que
of (@', t)\* _ of (+',t) _
< or’ =1 = oz £l (297)
Donc
@ t) =+’ +g(t) (298)

La fonction g(¢) ne dépend que du temps, de sorte que sa dérivée par rapport a x’ soit nulle.

Cette forme déja comble la requéte pour le potentiel :

V(f (@, t) = f (2],1) =V (£x; 4+ g(t) — (£2] +9(1))) = (299)
=V (£ (2} — 2})) = V (z; — z}) (300)

ne dépend pas de 'ordre

On a encore a gérer le terme

t) 0 , 1 of (xf, 2
QZ fgt ):ci+z§mi (‘f(att)> (301)

i
Et grace a 'invariance de jauge, on sait que si ce terme est une dérivée totale par rapport au temps, il ne joue aucun role.
En utilisant f (2/, f) = 2’ + g(t), on a

iQZ “mug' (t)i +Z ~my[g g'(t)zd%f) (302)

Le deuxiéme terme est une fonctlon ne dependant umquement du temps. Donc on peut toujours le voir comme dérivée
totale de sa primitive >, 1m; [¢/ O == fo [¢' (t")]2 dt’ et il ne dépende pas de la forme de g(t).

Le premier terme est plus compliqué & traiter. On regarde indépendamment de l'indice :

2
dizi) = %(Q(t)m’) _ 4 dgtgt) ! (303)
S ——

forme désirée  terme dérangeant

38



2
Pour se débarrasser de ce second terme, il faut que ‘;Tg = 0. Donnant g(t) = vt + Xj.
Si finalement on remet tout ensemble, on a

_ /
r=xz'+ Xy + vt (304)
1 (2 ®)

(1) choix de l'orientation d'un réf. par rapport a 'autre
(2) changement de l'origine d’un référentiel par rapport a 'autre
(3) Déplacement relatif & vitesse constante

Il s’agit de référentiels galiléens I'un par rapport a 'autre ! Donc on voit la premiére loi de Newton : on demande que les
lois soient les mémes (méme Lagrangien) et seulement les référentiels galiléens sont bons !

Observation : La linéarité de la transformation pour ce qui concerne les parties spatiales et temporelles garantie qu'un
potentiel invariant par translation conserve la méme forme.

2.11 Théoréme de Noether
Définissons un changement de coordonnés généralisées ne dépendant qu’un seul paramétre .

qi — qi(s) s parameétre (305)

La forme de la dépendance n’est pas importante.

Si le Lagrangien ne dépend pas de s, alors il y a une quantité conservée

c=Y" OL Og: (306)

Pour le prouver, on utilise ’action :

s= [T Lta@h @erod = [ (e g0 (307)

L indép de s

Donc, si on dérive par rapport a s, on

as (" OL dgi(s)  OL dgi(s) d (" _
d‘/ D) ds T aa(s) ds (U7 as ), PUadadndt (308)
par partie =0 indép de s
OL  dg;(s) oL dqz(g) /tzd oL dgi(s) ,,
Zi:(am ds ) Za ds t , 3t \94i(s) s dt=0 (309)

On met ensemble les intégrales

t2 oL d 0L ) dg aL dq (5)
- — dt : =0 310
~/t1 ; { 0qi(s)  dt 9¢;(s) } ds * Z 0q; ds . (310)
=0 Eq. de Lagrange !
Donc, finalement, on a
8L dqz aL dQZ
= 11
2 94 ds | 2B ds | (811)
1
Autrement dit, vu que t1 et to sont arbitraires, on a que
(?L da(s) est une constante ! (312)
9¢i(s) ds
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Exemples

e Coordonnés cyclique : si g; est cyclique,

q; — q; +as

(v sert a assurer les éventuelles unités de mesure, mais est une constante)

Cette transformation ne change pas le Lagrangien, et donc

aL dqj oL . d oL
= —alg+ 2 —aZ 14
Z g Z dq; o aaq'i(s) o(d: + dt (a5)) a@qi (314)
=0

est une quantité conservée, et puisque « est un constante, gL est une quantité conservée.

e Translation
7y —> T+ st Vi (315)

Toutes les coordonnées sont translatées dans la méme direction @ d’une quantité s

aLdT‘l N
=C= Zar s f;mrfufPu (316)

Donc, si le Lagrangien est symétrique (ne change pas) par rapport & une translation dans la direction @, alors la
composante selon @ de 'impulsion totale est conservée. Si on trouve trois directions indépendantes telles que
Noether s’applique individuellement & chaque direction, alors P est conservé dans toutes ses composantes.

e Rotation dans le plan zy

La matrice de rotation est R(p) = < E?rfg _Ccs)lsngf ) (317)

L ne dépend pas de ¢ si V ({;}) représente des forces centrales et/ou les potentiels entre les particules dépendent

seulement de leurs distances (R est orthogonale et donc ne change pas les distances : |7} — 7| = |7} — )
De plus,
F=RF et #=ilH=il" E'R == (fi(y) (318)

Donc I’énergie cinétique ne change pas suite a la rotation. Donc on peut appliquer le théoréme de Noether par
rapport a ¢ :

L dr; . .
c— za D= B (o= Y A ER, (319)
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RTR — cosyp  sing —singp —cosg _ 0 -1 (320)
= = —singp cosp cosp  —sing 1 0

et donc

=gV (3] o)

- Z (43 ) ( " ) = (@i — yids) = Zz (322)

%

= L, moment cinétique totale autour de I’axe z (323)

Donc, la symétrie par rotation autour de I'axe z implique la conservation de la composante z du moment cinétique
totale.

Conservation de I’hamiltonien pour un systéme isolé

Un systéme est dit isolé lorsque le Lagrangien ne dépend pas explicitement du temps.

NOTA : on a une symétrie par translation temporelle, donc par Noether on peut s’attendre &
une quantité conservée. C’est le cas, mais passer par Noether est compliquée car le temps joue
un roéle privilégié dans 'action. On va donc le montrer autrement.

On dérive L par rapport au temps

9
dL zaq qL+Za it o (324)
! ~~

=0systéme isolé

) s

dL d (0L . oL oL
=S (o) -2 (5) - b (520

=0Eq. de Lagrange

Donc
dL d oL d oL
it~ dt (Z 4 q’) dt ( — 9 " ) (827)
L’hamiltonien du systéme est défini comme
h= Z —Lq, — L et il est conservé pour un systéme isolé (328)
~ 0¢;
Qu’est-ce que I’hamiltonien ?
1 .
En coordonnées cartésiennes L = Z gmn’f -V (329)
i
OL B
L =7 (330)
677
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. 1 .
= h:zmiﬁ;-ﬁ-—(z2mﬁf—v>: (331)
L 2
=D gmit +V (332)
h est I’énergie totale ! (333)

Techniquement, h n’est pas nécessairement 1’énergie totale, mais en réalité il ’est le plus grand nombre de fois.
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s Formalisme de Hamilton

Lagrange nous enseigne comment traiter un changement de coordonnées {7;} — {g;}, avec I’espoir que ce changement va
donner des équations dynamique plus simples & résoudre.

Mais si on essaie d’aller plus loin, peut-étre y a-t-il des changements de variables dynamiques qui simplifieront encore plus
les équations. Peut-étre ces changement mélangent vitesses et coordonnées.

Mais le formalisme de Lagrange n’est pas adapté pour ce type de changement. D’abord, il faut amener les vitesses au
méme plan formel que les coordonnées. Pour cela, il faut le formalisme de Hamilton.

3.1 Le formalisme de Hamilton

Pour rappel, les équations des Lagrange sont

d (OL oL
dt (3%) g 0 (334)

Comme elles sont équivalentes a la deuxiéme loi de Newton, elles sont des équations différentielles de deuxiéme ordre
(impliquant la dérivée seconde). On peut essayer de les écrire comme jeu d’équations différentielles de premiére ordre.
Pour chaque i, on a

_ oL
{ zl %% impulsion généralisée (c’est en fiat une définition) (335)
T dq

Le probléme de cette formulation est qu’elle n’est pas vraiment ce qu’on voulait : on aurait cherché plutot

{ Gi=r qui met en évidence la nature d’équation de premiére ordre et a une plus "belle" symétrie mathématique.

(336)
Pour y arriver il faut passer par la transformation de Legendre.

3.2 Rappel sur la transformation de Legendre
Lorsque on a une relation entre x et y du type

z=f(y) (337)

La relation y = g(z) est trivialement comblée par g = f !, c’est a dire la fonction inverse. La transformation de Legendre
est une fagon tordue de faire la méme chose, en passant par la dérivée :

_dfy) _
T = Tdy f'(y) (338)

et on cherche g(z) telle que y = dfi(;) =4 (y)

Pour trouver g(x) on procéde ainsi :

1.
x=f'(y) — on substitue y = ¢'(x)

339
> o= £ (g(@) (359
2. On multiplie a droite et & gauche par ¢ (z)
g"(x) -z =f"(g'(x)g" (x) (340)
3. on reconnait le terme de droite comme étant <= [f (¢/(z)]] = f' (¢'(z)) ¢”(x} et que celui de gauche est :
1 d / /
g'(2) -z = - (g(x) z) - g(z) (341)
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4. on a donc

L (@) 2) g @) = 17 (¢ @) (342)
=g/(@) = - 1g'(&) =~ [ (g (@) (343)

T iz
=g(z) =g'(z) -2 — f(d(x

(
) (344)

Exemple

r=y?=f'(y) — fonction inverse — y =4z (345)

Par biais de la transformation de Legendre on a

y=g'(x) et glx)= @'x - fly) (346)
Y %y?’par intégration

Ici on triche un peu : par biais de la fonction inverse on sait que y = 4/, et on le substitue :

1 2
g(x) = +xr -2 — g(:t\/f)?’ = :|:§£L‘3/2 (347)
et maintenant

y=g¢(x)=xVzx Tout est bien consistant! (348)

Attention : tous ces passages sont symboliques. Donc , en présence de plusieurs variables, on
utilisera la dérivée partielle.

3.3 Equations d’Hamilton

On revient aux équations de la mécanique :

5 — OL
{ g 9 + on utilise Legendre sur la deuxiéme (349)
=4

On construit alors la fonction

H=pj—L (350)

c’est ’'Hamiltonien qu’on avait déja rencontré et qui est conservé si le systéme est isolé.

Analysons H :

H = pq (p) — L(g, 4(p), 1) (351)
comme on a vu dans la dérivation de Legendre, il faut substituer & ¢ son expression par biais de p. Donc
H = H(q,p,t) et non pas ¢ (352)

Bien évidemment, H(q,p,t) et h(q,q,t) sont la méme quantité physique, mais exprimées par différentes variables dy-
namiques.

Alors, a l'aide de la transformée de Legendre, on a

oL . OH
P=9¢ 7 1% o )
D’un autre coté
OL OH
) — — — — 4
b= % 94 (354)
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car L=p ¢(p) — H et

oL _ o6
dq¢ g

p G(p) ne dépend uniquement de p apreés la substitution.

(p qp)) — % (355)

Finalement on a réécrit les équations de Lagrange comme

— 9H
{ = 3%71, Equations canoniques de Hamilton (356)
= -4

Question : est-ce qu’elles sont formellement symétriques 7
Réponse : Il y a le signe "-" devant une dérivée. On verra qu’on ne peut pas s’en débarrasser, mais ce signe est la
conséquence d’une symétrie d'un type différent.

Généralisation a plusieurs degrés de liberté

H =Y pidi ({p:i}) - L({a:} . {pi} 1) (357)
et ensuite
G = OH
Sy Vi (358)
pi =~ 0q;
Exemple 1
L= gmid? ~V({a) (359)

d’abord on calcule les impulsions généralisées

oL ) . i
BY =miq; = (;= Li (360)
qi m;

pi =

donc

—
1= () =[5 o (2) — vt (361)
Z my; - 2 m;
G; ¢
2 2 2
i L p; P;
— i — ) = L i 2
D=y Z 2m; T V(@) Z o+ V(aih) (362)
et les équations canoniques de Hamilton sont
- _ OH __ pi
9 = 5,7 = m,
{ . iy _ " av (363)
Pi =784 = T ou,

fg—;/, n’est rien d’autre que la force, donc on a la deuxiéme loi de Newton.

Exemple 2

Particule en 2d dans un potentiel centrale V' (r). On sait que la meilleure représentation pour le systéme est en coordonnés
polaires

T = TCOoSp T =17cosp—rosinp (364)
y=rsingp Yy =7rsinp + rpcosy
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% ¢
~(‘ ]
A9
S
7
x
1 1
L=gm (i +9%) - V(a2 +y?) = L= 3 (7% +1r%¢%) = V(r) (365)
oL . . r
pr= o =mi ér:% (366)
oL 2. Py
pg,*a—(p:mrcp = p=-3 (367)
On constate que p,mr?¢ est le moment cinétique.
Donc
H=p7+pp—L= (368)
(P Py Lo(pe\? L o Pe \?
= (1) +e (i) - [2m () +3m () —vo) (369)
2 2
P Py
om " amr2 T (370)
Et finalement
- g
p= §H = Lo — définition elles-mémes
S _ o U ov (371)
Dr = gr - or
Dy = *ﬁ =0 — Dy, est conservé comme prévu (¢ cyclique)
On écrit les équations canoniques de Hamilton :
Gi =G,
‘ B 3?5}1 V4 (372)
p'L - 8(]1

On peut voir que I'on peut définir un vecteur & 6N composantes Z (6N car par simplicité, on travaille avec N particules
en 3d; ce serait 4N en 2d et ainsi de suite)

q1

RN
p1

8

D3n

On définit le gradient de H dans I’espace de phase

L’état du systéme est donc un point dans un espace & 6N dimensions : ’espace de phase

Z décrit de fagon compléte 1’état du systéme, car il donne position et impulsion de chaque particule

(373)
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toutas 7
iwkuﬂws

(3w {4y

Ri

t_ buker Ons coneslannds (2n)

OH

9q1

oH
Vot = 2L | gy
[‘)x Tpl

OH
OpsN

et alors on peut les équations canonique de Hamilton de facon compacte :

#=J-VzH
Ou J est la matrice 6N x 6N. (et L, est la matrice identité de rang 3)

Lt @
2PN I
BN
propriétés de J :
L =] 2 12 =L,

3.4 Crochets de poissons

Soit donnée une quantité f({q;}, {pi}, 1)
La dérivée temporelle de f est

D’ailleurs on sait que

Si on les substituent dans f on a

f_z[afaﬂ afaH}Jr

dg; Op;  Op; g

i

= {f, H}
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Ot on définit les crochets de poissons :

Ou avec une notation plus compacte

Propriétés des crochets de Poisson

L A{f.g9}=—{g, f}

2. {f,c¢} = 0si c est constante

3. {fian} = — 4L and {f, i} = - 5L

4. {49i,q;} =0 A{pi,pj} =0 {q%pj}:(sij

5. gif0r={%a} + {15}
6. {f+g,h}={f.h}+{g,h}
7. {fg,h} = flg,h} +{f, h}g

_ of 09 Of 9g
t.93= zz: [a%‘ Op;  Op; aq:’:| (381)
of\ " (g
{f,9} = <6'3?> J <E):E> (382)
HA’—/ %/—/
Vazf Vazg
donc {f,f} =0
(car g—; = 59; =0)
9qi __ Opi 0 9qi __ Opi __ 6

évident par substitution car o, = oq. = Vg = op,

A nouveau, il suffit de faire la substitution
cela suit des propriétés de la dérivée

trivial avec la linéarité de la dérivée

des propriétés de la dérivée.

Mettre g et f a droite ou & gauche n’a pas d’importance en mécanique classique, mais il le sera en mécanique

quantique.

Identité de Jacobi {f,{g,h}} + {h, {f,9}} + {9, {h, f}} =0
Démo: avec la notation compacte

{f.{g. 0}y =V f JV{g,h} =Vf JV(Vg

T JVh)

=D Sl (G Tigh's + i Tishf)

ikl

f’ est la dérivée de f par rapport a z; (i = 1,...,

"
gzg’ zk’h‘zk

{h {fvg}} - Zhl ek

ikl

6N) et de fagon similaire pour g.,h;

z]g] + f Jzygjk)

{97{h f}}_zgl‘]lk h‘zk‘]ljf +hl 'LJ ”)

ijkl

Lorsqu’on les additionne, on a 'impression de se perdre dans un déluge d’indices. On

y va par "hiérarchies".
commence par ¢g”, qui apparait 2 fois:

Les dérivées secondes d’une fonction doivent aller ensemble. On

> U Twg iy + hipdu £l Tl = | £ Tiwgin Tl 0y Juf] Tii g
———

ijkl ijkl

On réécrit
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D’abord il est évident que si le systéme est isolé (c’est a dire :

On revient maintenant a

S hi g dinda + FgfTwdis] = Wil dind i + 59T ij] (388)
ijkl igkl _—
échange i et j
= Z b filgTie T + 9k Jieij) (389)
ijkl
= Zh;fi/[ G dig I+ Jundij] (390)
15kl S~
échange k et j
= Z mfil g5 T + gieJin i) (391)
Z]kl " "
Ik =95k
car 'ordre de dérivation n’importe pas
(392)
= "W g T[T + T (393)
ijkl
Zh [i95k il Ikt — Jui] = 0 (394)
i antlbym ijkl
Puisque on peut répéter pour chaque dérivée seconde, on montre que l'identité de Jacobi
est vérifiée
df of
- = ALHE o 395

L ne dépend pas explicitement du temps, et donc H non

plus) alors H est conservée

dH

OH

— — =0 396
=y + (396)
70 antisym —0 isolé
En suite on peut énoncer le théoréme de poisson
3.5 Théoréme de Poisson
Soient f et g deux quantités conservées
df of
—={f,H — =0 397
Y rm+ (397)
dg dg
- = — =0 398
S g1} + (398)
Alors leur crochets de Poisson est aussi conservé
gt =0 (399)
dt g5 =
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Démo :

1.0} = 19 HY + 24 r0) (100
—= AL+ 2 f9) (101)

= (0. 1H N + A0 (0. HY) + o0 (102

Jacobi

(g (L HY + U A0 HY) + 5 F) = (403)
{o-S0 b+ {r-20}+ gira (104

~{a 5} -{r g} o= (405)

— {5} - {15+ g =g hab+ {0 =0 (100)

Ce résultat est trés important : Il nous dit qu’on peut "générer" des constantes du mouvements a partir d’autres constantes.
Les nouvelles quantités conservées peuvent étre triviales ou intéressantes.

Exemples de quantités conservée non triviales obtenues a partir du théoréme de Poisson

P 2 2
1. Particule libre en 2d : H = 21’—2 = p””;py
m m

Par Noether, on sait que p, et p, sont conservées (— invariance par translation).

Par Noether on sait que I, = xp, — yp, est conservée (— invariance par rotation).

On prend
{lzvpz} = {xpy - ypx,px} = {xpyapx} - {ypmypoc} = (407)
=2 {py, P2} + {2, 02} Py =y {P2, P2} — {YTP2} P2 = Dy (408)
—_——— — %,_/ ——

C’est un résultat intéressant, car il nous dit que si p, est conservée (invariance par translations selon x) et si [, est
conservée (invariance par rotations dans le plan xy), alors p, est conservée (invariance par translations selon y).

Cela est géométriquement intuitif : si il y a invariance par rotation, on peut tourner le systéme de 90, rien ne change,
et donc l'invariance par translation selon x devient celle selon y, sans que rien ait changé

2. Invariance par rotations dans les plans xz (I, conservée) et yz (I, conservée).

Alors on a

{laca ly} = {ypz — ZPy, ZPx — xpz} = (409)

l

lz y
= {yp27 Zpac} - {yp27 xpz} - {Zpya Z’pw} + {Zpyv xpz} = (410)

=0 =0
={ypz, 2pa} + {20y, 20} = y{p2, 2}pe + {2, 0. }py = (411)
=1 =1

=Ipy — Ypz = Lz (412)

Donc, la conservation de [, et I, implique la conservation de [, et donc la symétrie par rotations autour de I'axe z.
Cela veut dire que 'on ne peut pas avoir la symétrie par rotations seulement autour de deux axes, mais la troisiéme
est mathématiquement nécessaire !

Géométriquement on peut le voir comme cela :
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3.6 Génération de nouvelles quantités conservées pour ’oscillateur harmonique

Le Lagrangien de 'oscillateur harmonique (en 1D) est

1 1
L=-md*— ~kq* 41
5md” = kg (413)
On passe au formalisme Hamiltonien
oL p
=2 — mdg = = 414
P= g =™ Q= (414)
and
2 2
p p L, p 1 2 2
H =p|(=)—-L="—+-k¢°=-"—+= 41
(¢,p) p(m) om T3 = 5 Ty /e (415)
W—/ N, e’
q
Le systéme est isolé ( L ne dépend pas de t), donc H est conservé :
OH
H= {H,H}+— =0 (416)
—— Ot
antisym -0
Est-ce qu’il y a des autres quantités conservées ?
On peut les chercher a l'aide de I’équation
: a
f=trm+ =0 (@)
On impose = 0 car on cherche une quantité conservée.
On calcule {f, H} :
{1} = f—+1 W = o L)+ e (£.0) (418)
K ) 2 2m ) 2 )
1
1 of  of of of
_ L = 420
o P50 " o ]*2’"‘" () (-5) (120)
1 8f w%ﬂ (421)
m 8q dp
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On peut donc écrire I’équation & résoudre :

1 8 af 8 f  of
a2 422
mPaq ™ %9y T (422)
Il s’agit d’'une équation différentielle aux dérivées partielles. On commence & la résoudre par séparation de variables : on
cherche une solution de la forme

Aprés substitution on a
1 8g 5 Og oh
-h— 20==h — =0 424
m?9q " ot (424)
Ici on pourrait méme écrire % car h ne dépend que de t.

On manipule I’équation en menant la partie avec dt a droite, et on divise par f (f # 0, car sinon f serait trivial).
On obtient :

1[1 9g 5 Og 1dh

—|—p= - =——— 425

g [m aq s ap} h dt (425)
Le terme de gauche ne dépend seulement de "p" et "¢" et le terme de droite ne dépend que de "¢".

Deux fonctions de variables différentes (p et ¢ a gauche, ¢ a droite) peuvent étre égales seulement si elles sont constantes
(c’est a dire, si en effet elles ne dépendent pas des variables).

Donc
_1dh _ .
b dt
o 426
{ é[mpa—q—mﬁqag] =c (426)
(On commence par ¢ # 0 et on verra plus loin que ¢ = 0)

La solution de la premiére équation est simple :

1 dh d —ct
— g =c= Zlnh=—c=h(t) = h(0)e (427)

La deuxiéme équation es plus compliquée
1 dg 89

42
Py — mw? 3p =cg (428)

On cherche une solution de la forme (sorte de développement limité):
oo (o)
-3 S 9
n=0 =0
On a alors :

g __ (e %) dg __ [ %) —1,0+1
T0 = 2ne1 2o M0neq" iyt = Poe = 2net 2aimo Aniq" P
99 _ /-1 g9 _ +1 -1
ap — Dm0 i laneg"p Tt = g5l *Zn 0 211 €anlq"”

Donc si 'on remet tout ensemble, I’équation devient

%ii"a o mwzzZla 1 pt 17622%“1 ! (431)
n—=1

n=0 (=1 n=0 [=0

(430)

et on trouve la solution par identification des termes de mémes puissances.

e Le terme contant (¢°p°) est présent seulement & droite (n =1 = 0 et donc agy = 0)

e Le terme ¢ (¢'p°) vient seulement du deuxiéme terme a gauche (n = 0,/ = 1) mais pas du premier, et du terme de
droite (n =1,l =0)
c
—mw?ag1q = caipq ag = — 3
mw

a1g (432)
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e Le terme p (¢",p') vient seulement du premier terme & gauche (n = 1, = 0) mais pas du deuxiéme, et du terme de
droite (n =0,l =1)

1
anp = capg1p = aip = Mmcaop1 (433)
Donc on a
— C : C2
ap1 = — o210 - soit — 2> =1 (434)
aig = mcagy soit a19g = ag1 =0

La premiére implique ¢ = +iw = on 'appelle ¢;-

On continue avec les termes d’ordre supérieure :
o ( quO) .

Premiére terme a gauche : pas de contribution

Deuxiéme terme & gauche : n=1,1=1

Terme & droite : n=2,1=0

et donc on a

mw2

— mw2a11q2 = ca20q2 = a9 = — all (435)
e Le terme p? (quQ)
Premiére terme & gauche : n=1,1=1
Deuxiéme terme & gauche : pas de contribution
Terme a droite : n=0,1 =2
et donc on a 1 )
—ayp® = capep” = ap2 = —a (436)
m me
Si on met les résultats ensemble, on aura
a
20— _m2w? (437)
ao2
e Le terme gp (¢'p!)
Premiére terme & gauche : n =2,1=0
Deuxiéme terme & gauche : n =0, =2
Terme & droite : n=1,1=1
—Aagn — 2mw2a02 = Cai1 (438)
m
Mais on sait que agy = —mTﬁau et agy = iau
2 mw? 1
|: < > - 2mw2 <>} = (439)
m c mc
w? w?
(—2 — 2> a1 = caj; = —4w? = = ¢ = +£2iw  On 'appelle ¢, (440)
c c

A remarquer: exactement comme pour le terme linéaire, aussi asg = agz = a1 = 0 est solution.
Ce résultat est trés intéressant, car le "c¢" qui sert pour les termes quadratiques est différent du "c" qui sert aux termes

linéaires : ¢; # co . Mais bien évidemment on peut satisfaire les relations entre les coefficients quadratiques (asg,ap2 et
a11) si les trois sont nuls. Dans ce cas ils n’influencent pas la valeur de c.
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Si on choisit asg = age = a11 = 0, alors

9(q,p) Z&g-i-am[Piiqu] + 0 +... (441)
0 2ieme gpdre

De maniére similaire, on pourrait montrer que chaque ordre supérieur va donner une autre value de ¢ donc on les met & 0

Pour distinguer les deux signes on dit

9+(¢,p) = alp + imwq] (442)
et finalement 4 4
fr(q,p,t) = ah(0)(p + imwq)eT“" = AL(p + imwq)eT™" (443)
. L, f+ - O
Par construction, fi sont conservées : f —0

On prend les crochets de Poisson entre fi et f_ :

{f+> f,} = {A+ (p + meq) efi‘*-’t’ A (p _ meq) eiwt} _
= AL A_{p+ imwq,p — imw,} = AL A_[—imw {p, q} +imw {q,p}] =
N—— ——

(444)
-1 1
=2iAL A_mw
On avait la liberté de choisir A4 et A_ comme on veut, et donc on les choisit tels que
; 1
20ALA_mw=1 = A4A = ; (445)
2mwi
1
2mw;
On trouve alors que
{fe, /-1 =1 <« rappel 1 {q,p} =1 (447)

Ce qu’on a fait et de combiner ¢ et p de fagon a trouver deux nouvelles variables dynamiques telles que leurs équation
soient simples : ]
{ f+=0 ce sont les équations les plus simples

fo=0 = possibles. (448)

et fi et f_ jouent les roles d'une coordonné et d’une impulsion !

D’abord, comment on les résout ?

1.
f+(@) = f+(0) = A4 (p(0) + imwq(0)) p(0) et g(0)doivent étre connus (449)
f—(®) = f=(0) = A_(p(0) — imwq(0)) ,sinon le probléme est mal définit
2.
f ()
A lp(t) + imwg(t)]e™™" = A [p(0) + imwg(0)] (450)
A_[p(t) — imwq(t)]e™" = A_[p(0) — imwq(0)]
f-@
3. )
p(t) +imwq(t) = [p(0) + imwg(0)]et™* (451)
p(t) — imwq(t) = [p(0) — imwq(0)]e~*!
La solution de ce systéme donne ¢(t) et p(t)
Vu que fy correspond aux coordonnés généralisées et f_ aux impulsion généralisée conjuguée
Alors ) )
+ =0 sont des eqs. canoniques f+= Ba% =0 (452)
f_ =0 de Hamilton f_ — _gTIi =0
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Avec Hamiltonien K =const (ne dépend ni de f; ni de f_)
Il s’agit des équations les plus simples possibles ! L’hamiltonien H peut s’écrire a l'aide de f; et f_ :

H=iwf f (453)

Si on avait regardé les termes du deuxiéme ordre 7
D’abord, il faut mettre a zéro les coefficients des termes d’ordre 1 (car ils nécessitent de ¢ qui est différent de ¢3) et, par
analogie, il faudra mettre a zéro tous les termes d’ordre supérieure & 2 (ils nécessitent de ¢, k < 3).

Pour rappel :

co = +2iw et a20q° + apap® + ar1gp (454)
avec a
20— m20? et a1l = meaage = F2iwmags (455)
aop2
Donc
az0q” + aoep® + a11qp = aoz [—m*w?q® + p* £ 2iwmagp| = apz[p £ imwq)? (456)

Finalement on a deux quantités conservées de deuxiéme ordre

(2) _ 42, - 2 +2iwt (457)
1 =AY (p — imwq)®e

On voit tout-de-suite que, & une constante multiplicative prét, elles sont

N
f(2) . fg (458)
Il nous reste le cas ¢ =0
1dh
T 0 = h(t) = constante (459)
1[1 9g 5 Og
Sl =pZ2 2| =90 460
g [mpaq " o (460)
99 2 09
1,99 _ 9% _y 461
mPag ~ M 0, (461)
On applique & nouveau la séparation des variables
9(q,p) = 94(0)9»(P) (462)
1 9q 2 Ogp
~pa. 229 =P _ 463
=PIy, T g (463)
11 11
119gg _ 201109 (464)

794 9q pgp Op
—— ~—_—————

seulement ¢ seulement p

Donc les deux cotés doivent étre égales & une méme constante :

{11%%_5 {1%9‘1—b~q
q 99 0q = 9q 09 (465)
2, 211 9g9p _ 1 99p 1
mow g, o = 0 % op =0 Prmag
Donc )
Llng, =bg 9q(q) = Age!/? 466
L1 g, = bp—= = 18 (466)
dp 9p D zoz gp(p) = Ape2 m2w?
Et enfin :
b p2 1 9 9
flg,p,t) = h(t) g4(q) gp(p) = const - ema? om + —mw?q”| (467)
N N~ N—— m 2
const 4 ,1/2b¢2 1 p2 N e’
a Ape2 mZo? "



Donc, le cas ¢ = 0 produit comme quantité conservé I’Hamiltonien.

Devoirs & la maison

1. trouver Agf) tels que { (+2)7 f£2)} _

2. Si on partait de ’équation
of
H — =0
(A} + 5

et on représente f comme

3. Dans le cas ¢ = 0 (qui améne & H comme quantité conservée,) essayer la forme
f(a:p,t) = h(t) [94(q) + g, (p)]

Quelle est la relation avec h(t)gq(q)gp(p) ?

3.7 Transformation canonique 1

La transformation entre (g,p) et (f4+,f-) qu’on a trouvé pour loscillateur harmonique est telle que

{a.p} :«9111 {for /- }_1
= ot fr=2=0
p=-% fo=—2K —
, % - = Togy
H =1+ lmw?q? K = const.

La structure canonique est préservée. On 'appelle Transformation canonique.

Plus généralement, on cherche les régles pour faire une transformation du type

Qi =Qi({a},{pi},1) O; = 2K .
{ P =P;({ai}, {pi} . 1) telle que { S5 _ O Vi

On va demander que les équations qu’on trouve soient simple plus tard.

Pour le faire on passe par le principe de moindre action et on profite de 'invariance de jauge.

Pour rappel, I'action est
to

S = L({ai} {qi},t)dt

t1

On procéde par étapes (attention : passages symboliques !)

1.
= L=3pig—H{a} {pi}. 1)

S = / [Zmi —H ({g:}, {pi} )| dt

avec {g; (t1)},{qi (t2)},{p: (t1)},{pi (t2)} connus.

56

(468)

(469)

(470)

(471)

(472)

(473)

(474)

(475)



On montre ici que, formulée de cette fagon, ’action méne aux équations canoniques de Hamilton :

oS t2 (5p O0H
= = G- ——6(t—t)|dt 476
opi(t) / o o) (476)
~~
5:8(t—t")
" 8H} OH
=/ t-t)|g———|d' =0 = |4=—— 477
o) -5 a=2 (477)
98 " 54
= 00 OH s 478
oqu(t) /t1 Z "o Oq ( )] (478)
t
= ’ i . / aiH / ’
= /t1 ;pidt (03¢0 (t — ")) 8q15(t t)| dt’ = (479)
L par partie
l dp; ~  OH N
_/t1 _;dt(sﬂ(s(t_t)_aqlé(t_t)]dt_ (480)
2 8H}
= S(t—t —Zldf =0 481
[Caa-n - sy
OH
= 482
P 8ql ( 8 )

Donc 'idée est que {p;} et {q;} sont les deux variables a "changer" pour chercher le minimum de s.

3. On veut faire le changement de variables ({¢;}, {pi}) vers ({Q;}, {P;}) sans changer la physique (car bien évidemment
le systéme reste le méme).

Donc
. d
Zptqz {Qz} {pl vt) = ZPLQZ _K({Q’i}v{Pi}vt) + %F ({Qi},{Pi}7{(Ii},{pi},t) (483)
‘ pas de {¢:},{Q:},-
_ 0K
Ou la premiére partie est la structure nécessaire pour avoir c . apai e
LTen

%F est la dérivée totale compatible avec l'invariance de jauge.

Mais

Z quZ pﬁz Qri—Z F (484)

Donc, en remettant tout ensemble :
oF
sz%* {Ql} {pz )t ZPsz {Qz} {P} t)+z %+Z pz+zin+Z—P + = ot (485)

et il faut identifier les différents termes : on a typiquement 4 choix (par tradition)

({qz} {pi), {Q} {Pi},t) = Fi ({¢:},{Qi} 1)

(486)
= 6171 =0 a— =0
On reste avec OF OF 3F
. : 1 . 1 ary
> pidi— J;I BN : +Z Z—Qz (487)
1 3 1 3 2
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Alors en identifiant les termes 1 ensemble, 2 ensemble et 3 ensemble on a :

. OF; - _ 0F
2iPidi = D gg; Ui N B (488)
Y PQi+Y 55-Qi =0 Qi =—5g
et enfin OF OF.
*H:*K+aTl = K:H+a—tl (489)

Pour résumer on trouve qu'’il y a une transformation canonique (elle l'est par construction car il vient de la forme du
Lagrangien, > . p;¢; — H) si, donnée une fonction F; ({¢;},{Q;:},t) on pose

{ o = d_QiaFl voulant dire { pi = pi({g:} . {Qi} . 1) (490)

Qi = 9Q; P =F ({Qz}v{Qz}at)

on inverse ces relations pour avoir explicitement {Q;}, {P;}

{ Qi = Qi ({as} {pi} 1 ¢ =4 (1@} {1 (491)

pi = pi ({Qi}, {Pi},1)

et si nécessaire, l'inverse

et

OF ({g:},{Qi} 1)

K=H ({QI} ) {pi}vt) + ot =K ({Ql} ) {R}vt) (492)
Exemple :
1 . —iwt
= = ——(p+1mwq)e
fe=0Q Ve (v , ? it déja rencontré (493)
f; =pP= V2muwt (p o meq)e
= p=V2mw; ¢ Q —imwq (494)
P = vt  — [T it g— [T it q (495)
2 2
ﬁp(@,q,t)
— eZith _ /Qmwi eiwt q (496)
Mais
OF' .
L=y = V2mwi € Q — imwq (497)
dq
. 1
= Fi(g,Q,1) = V2mwi ' qQ — Jimwg® + 9(Q, 1) (498)
intégration
aussi
OF; - .
a—Ql = —P=—e"" Q+V2mwi ¢t ¢ (499)
1 .. .
= Fy(q,Q,t) = —562’“ Q* + V2mwi ™' qQ + h(q,t) (500)
intégration
et par comparaison
, 1
Fi(q,Q,t) = V2mwi ' qQ —=imwg® + g(Q, 1) (501)
2 ——
1 2)
2)
/1—’% 1)
Fy(q,Q,t) = V2muwi ™" qQ —ge%’t Q% +h(g,t (502)
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et finalement : 1
Fi(g, Q. t) = V2mwi ™" ¢Q — §iqu2 - §€2ith2

Donc on a

K(Q.P.0) = H(4(Q.P.0)p(Q.P.0).1) + T
11 nous faut encore ¢ = ¢(Q, P,t). On rappelle que
P = 2%t Q — \2mwi ¢t ¢
d’oil on a ) ' ) | ) . 4
= WGHMQ - 2mwi6_zmp :: 2mwsi [e“"tQ a e—“*’tp]

Aussi, il nous faut p = p(Q, P,t). On sait que p = v/2mwi e™! Q — imwq

qui devient
p= vV 2mwi eiwt Q— /in;w eiwt Q"' /mTw e—iwt P

wm

— 5 [eith + 6—1'th]
Donc ’'Hamiltonien est : 1 )
H— 024 2mi2a?
2mp + 2mw q
qui devient
— 2L {sz’n’l, (€2ith2 + e*2ith2 + QPQ)} + %mwQ {2 1 : (62ith2 + 672ith2 _ ZPQ)}
m mwi
_ % [z (621'th2 4 2iwtp2 | ZPQ) — (621'th2 1 e2iwtp2 2PQ)] — iwPQ
D’ailleurs
; 1 1,
Fi(q,Q,t) = V2mwie™'qQ — §mwz‘q2 — §€2ZWtQ2
et
OF ) .
a—tl = wV2mwi et qQ — iwe?*tQ?
et en y substituant ¢ = \/ﬁ [¢“tQ — e™™!P] on a

23! . - iwt L iwt —iwt s 2iwt M2
— = wV2mwi e" erQ — e TP Q — iwe ™ =
ot VoA Je Q

= we?™Q? — iwQP — iwe?™'Q? = —iwQP

et finalement
oF; . .
K:H—i—ﬁzszQ—szP:O

donc K =constante et, comme prévu :

donc @ et P sont des quantités conservées
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3.8 Transformation canonique 2

Pour rappel,

S~ H =3 PG~ mz QHrZ zg q,+z (519)

ar
dt

On cherche F de la forme F ({¢;},{P;},t) (avec une nouvelle impulsion)

Donca—F—O OF — () Vet

0Q; Op;
Zplqz H = ZPQZ K+Z P+Z (520)

En regardant les différents termes, on voit qu’on ne peut pas satisfaire ’égalité. Donc il faut modifier la fonction F comme
suit :

=2 PQi+ B ({a} {A}1) (521)
Alors on a

Zpiqi—H=ZPiQi—K+{ > - ZPQ1+26F2P+Z‘9F2 an} (522)

d

ol

al

t

Et on peut satisfaire I’égalité avec

Qi = ot

= ¢b OF.
{ bi %%2 et K=H+2%2 (523)

P;

De maniére similaire on peut chercher des F qui dépendent uniquement de ({p;},{Q:}) ou de ({p;},{P;}) (regarder
le polycopié). On remarque que l'on avait P; = aF 20 et Q; = (691;,1_ qui est exactement la relation qui découle des
transformations de Legendre. '

En effet les différentes fagon d’engendrer les transformations sont liées par des transformations de Legendre.

Pourquoi insiste-t-on sur les transformations canoniques ?
On écrit les équations canoniques de Hamilton au temps t :

(1) = 9H
(05,

En connaissant ¢;(t) et p;(t), on va calculer ¢;(t') et ¢;(t) :

@ ({a®)} {pi(t)} .t =)
{ pi({a(®)} Api(t)}, t —t') (525)

Donc a partir de ¢;(t), p;(t) on trouve g;(t), ¢;(t') et puisque Uon peut inverser le temps, on a la relation inverse. Mais le
systéme obéit les équations canoniques de Hamilton aussi au temps ', donc :

L’évolution du systéme transforme les variables au temps t (qui obéissent les équations canoniques de Hamilton) dans les
variables au temps t' (qui obéissent les équations canoniques de Hamilton)

L’évolution du systéme est une transformation canoniques !!! ‘
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Intégration a la Verlet Sion veut intégrer numériquement les équations du mouvement, on doit discrétiser le temps
(ici on le fait pour un seul degré de liberté, pour simplicité)

{ g=91 { q(t+ At) = q(t) + Ar2Har)

(526)
plt + At) = p(t) — A2 {en)

La question est : quels ¢ et p on utilise dans H 7 ¢(t) et p(t) ? q(t + At) et p(t + At) 7 un mélange 7

Dans la limite (mathématique mais pas accessible a ordinateur), chaque choix donne le méme résultat. Mais on sait que
I’évolution du systéme est une transformation canonique. Donc un algorithme qui est une transformation canonique est
plus appropriée (plus proche) a la vrai dynamique du systéme.

On doit le construire. D’abord on appelle :

q(t+At) =Q q=q(t)
{pa+Aw=P {pzmw (527)

On ré-écrit d’abord : Q = g + At% on fixe cette premiére égalité et on décide d’utiliser P dans H.
Donc on va chercher une fonction génératrice du type F(p, @, At). On reprend U'invariance de jauge

) OF oF . OF
j —-H=PQ-K —p — — 528
2 Q- K+ ot +6QQ+3N (528)
pas compensé SN~ i
pas compensé
il est évident qu’il faut ajouter un morceau
F(g,p,Q,P,At) = qp+ F(p,Q, At) (529)
) oF oF . OF
=pj— H=PQ—-K )+ —p+ — — 530
Pq Q +ap+qdp+ 3pp+8QQ+8At (530)
OF OF
-9 P=__— 531
1=-% 90 (531)
On avait écrit Q = g+ At%—? qui devient ¢ = Q — At%—g et donc
F(p,Q) =—Qp+ AtH(p,Q) (532)
qui engendre P = p — Atg—g , Donc dans H il faut utiliser p(t) et q(t + At) = Q qui est Palgorithme de Verlet !
Cas particulier de transformation canonique
By ({ai} AQi}) = 32 i@
_ O0F __
Pi = gg = Qi Qi =i (533)
= Pz‘:_ggi:—i donc {Pi—Qi

Donc, a part un changement de signe, on peut aisément échanger coordonnés et impulsions. Leur réle, mathématiquement
est le méme.

Propriétés des transformations canoniques
D’abord, on définit le Jacobien M (est une matrice) d’'une transformation canonique. Dans l'espace de phase (dim = 6/N)
on définit

7 Q1
- q3N - Q3N
T = et2cma = 534
D1 Py (534)
P3N Py
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Donc la transformation est
0y;

- a.’Ej

La transformation inverse est

Ox;
MY =
Z(y) avec (M )y ay;
en effet §(¥) = §(Z(y)) donc
dyi Oy; 0 o
azj = Z azl a;l ; M)y (M = dij (par déf de matrice inverse)
Il est d’ailleurs bien évidement que gy?]’ = 0;5
On peut construire une nouvelle propriété & partir de M :
MJIM"=J M'JM=J J'=M"'] M'J=MJ!
Démo :
D’abord on rappelle que
F'
JE—
Qi
et
or, 00k 0 0Fr _ OB
dq; Jq; 0Q; 0Q; 0qg; 0Q;
%3N+i,j = 7(£_1)3N+i;j

En utilisant les autres relations on peut trouver que chaque élément de M est associé & un élément de M -1

Pour exemple

an - 1o} 6F2 - 0 8F2 - 8]7]'

an' 7@8132 776P187(]]778P,

M, = —(M " )3nti3N+i

si on écrit

9Q 1 9Q
dq . op
M= il y a quatre bloques chacun de 3N x 3N
or . 9P
d¢ °  Op
9q 9q
oQ opP
M= ...
op 1 Op
oQ - oP

Les relations que 'on vient de trouver sont :

(9" _ (9Q\" _ op
-(r) = () —or

or _ (o'

dq oQ

5 0o 1\ (% % %
JM— =1 op op | T\ _9¢ _0q
oQ oP 2Q opP
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et

M'J= ( ) (549)

et similairement pour les autres.
Donc

M J=JM"'=M"JM=J (550)

et on peut aussi prouver que M JM T = J:
de %Ti = JM ™' on prend Vinverse : J(M ')~ = M.J  (on rappelle que i_l =—J)

et aprés on multiplie & droite par M T

JMNHY M =MIM"T =  MJM'=

[

(551)

A partir de cette propriété on peut montrer que les crochets de Poisson sont préservées par les transformations canoniques:

O
{figtz=Vaf JVzg (552)
Mais of of o
— b q;j
F=1@) =10@) = 55 ;aqj 30, (553)
(%71)11
Donc
- T = T
Vaf =Vzf M (554)
et donc
- T - T -
{f,9}5=Vgf IVgg=Vsf M 'JM )T Vi (555)
| ——
=MTIM) == =]
I
=Vaf JVzg={f.9}z (556)

Alors {f, 9}y =1/, 9}z

En particulier
{gi,pj} = 0i; {Qi, P} = ;5
{6, =0 = {Q:;,Q;} =0 (557)
{pi,pi} =0 {Pi, P} =0

On peut vérifier si une transformation est canoniques de trois facons :

1. par intégration : & partir, pour exemple, de

Pi = DPi ({Qi}7{Qi}vt) _ .
{ P, =P ({gi}, {Qi} . 1) on essaye de trouver Fy ({g;},{Q:},t) (558)

si elle existe alors la transformation est, par construction, canonique. Bien évidemment on peut le faire par biais de
F5, F5 ou Fy, selon laquelle qui est plus appropriée.
2. On calcule M et on vérifie si MJM " = J (ou M'JM = J)

3. On calcule {Q;,Q;}, {Fs, Pj},{Q:, P;} pour tous les couples et on vérifie qu’elles donnent les bons résultats
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Matrices symplectiques
Le matrices qui obéissent la propriété MJM " = J sont appelées "sysmplectiques" et elles forment le groupe symplectiques
Spen (R) (élements des matrices réels)

1. 1 est part du groupe 1J17 = J triviale

2. ﬂfl est part du groupe

[l

MIM'"=J -  JM' ' =M" B J=M"'JM")? (559)

M~'a gauche (M T)~1a droite
3. si ﬂl et %2 sont part du groupe, alors %1ﬂ2 est part du groupe

My My I My Mp)" = My MpJ My "M,y T = MyJM, ' = ] (560)

4. La multiplication est associative (évident pour des matrices)

Le déterminant d’une matrice symplectique M est unitaire detM =1

En effet :
det(MJIM ") = detJ (561)
= det(M) - det(J) - det(M ") = detJ (562)
= det(M) - det(M") =1 (563)
Donc [det(M)]* =1 = det(M) = +1
Mais on peut associer det(M) & une fonction génératrice I ({g;} ,{Pi}) telle que
By ({ai} , {B}) = lim F> ({g:}, {P} . €) (564)
avec
B ({g:},{Qit o) =e(Fa =Y aiP) + Y 4P (565)
Mais dans le cas e =0 on a
pi = O0F3(e=0) _ P
L ek qui est l'identité (566)
Qi = —op, %

Donc on a une matrice symplectique M () qui eset 'identité pour € = 0 (donc det(M(0)) = 1)
Graphiquement, dans 1’espace des matrices

Par continuité (les matrices sont contines en ¢), le déterminant ne peut pas sauter de +1 a —1, et donc | detM = 1
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Théoréme de Liouville

——
Vt:/ dft:/ |detM]| dfoz/ iy = Vy (567)
I >o ¥-0

Ou l'on a utilisé & = & (%o, t) dans la deuxiéme égalité. C’est une transformation canonique ! Donc on peut changer de
variables : Ty — To, au prix de tenir compte du déterminant de la matrice Jacobienne, detM

Don, un systéme régit par une évolution canonique préserve les volumes dans I’espace de phase.
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+ Formalisme de Hamilton-Jacobi
4.1 Hamilton-Jacobi 1

On sait que si K =const (= 0 pour simplicité), alors

— 9K _
{ gl B% K _) sont les équations les plus simples & résoudre (568)
T 9Q;

Alors on peut poser le probléme suivant : existe-t-elle une transformation canonique telle que K =0 7
Traditionnellement on cherche une transformation du type F> ({g;},{P;},t) pour plusieurs raisons :

1. L’identité est F5 ({g;},{P:i},t) = >, ;P et a une forme particuliérement simple avec F, [Mais il faut rappeler que,
donné F, la méme transformation peut étre engendrée par Fy, F3 ou Fy trouvées par transf. de Legendre|

2. pour ce que nous allons voir ci-dessous

On va poser le probléme

8F2

Mais oF
H({g:} Api} 1)+ 5, =0 (570)

ici il faut substituer p; = %% pour obtenir

({ql},{aF;Z},t>+aa};2—0 (571)

Puisque F5 dépend seulement de {¢;},{P;} et ¢, il s’agit d’une équation différentielle aux dérivées partielles a résoudre en
{gi} et t.

Sans se plonger dans la théorie des équations différentielles aux dérivées partielles, on peut en dire quelque chose :
Pour chaque 7 aF 2 I'intégration nécessite une constante d’intégration :

4 )_/ Tde'+ f(a) (572)

a Connaltre

f(xo) doit étre une constante pour toutes les valeurs de x, car

(z1) df (22) df
fay= [ Ldas fiam) fla= [ L+ f (@) (573)
o identique o identique

Donc, si on traduit en F5, cela veut dire que les constantes que ’on doit utiliser doivent étre constantes pour toute la
trajectoire.
Donc, on réécrit

({ql} {f} ) + 87{ 0 on a appelé f la solution (574)
Z

et on a besoin de 3N + 1 constantes (une pour chaque 3 - et une pour gt; si le systéme était en 2D, on aurait 2N + 1

constantes, etc... ; si on avait 3D mais avec des con‘cralntes,7 on aurait 3N — k 4+ 1 constantes; en générale, on a besoin

d’une nombre de constantes égal au nombre de degré de liberté + 1 ).

Important : la solution existe seulement si on a un nombre suffisant de constantes, qui doivent étre constantes tout au
long de la trajectoire; elles doivent étre des constantes du mouvements !

D’abord on remarque que S entre dans ’équation seulement & travers ses dérivées. Donc on peut écrire

fl s}, {a} .t =5{a}, {a},t] +eave (575)
~—~— ~—~—
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La derniére constante c3y41 est mathématiquement nécessaire pour définir de maniére compléte la solution, mais elle est
, physiquement non-nécessaire !
Pour rappel, la physique dépend uniquement des dérivées de f, et donc la constante c3n1 ne compte pas.

On revient sur la raison pour laquelle on choisit F, (raison 2) ): typiquement, H est non-linéaire en {p;} d’une fagon simple

(p?); par contre elle peut étre non-linéaire dans les {g;} de fagon compliquée (dépend de la forme de V({g;})). Donc les

dérivées partielles par rapport aux ¢; interviennent de maniére simple en F, mais les dérivées par rapport a P (qu’on
OF

utiliserait en F et Fy) interviendrait par biais du potentiel : V/({7,-}), potentiellement compliqué.

Finalement, on revient &

oS 0
H <{Qi}; {8(1} ,t> + 6';; =0 appelée ’équation de Hamilton-Jacobi (576)

La solution est S ({¢;},{c:i},t), mais on sait que S est une "Fy", donc elle devrait étre S ({¢;}, {F;},t). Mais on sait aussi
que K = 0 (par construction de Hamilton-Jacobi) et donc

Q=0 Qi = Qi(0)
{ B—0 = P —P(0) (577)

avec les P; sont des constantes du mouvement, donc on peut les utiliser comme {c;} !!!

On remet tout ensemble par biais d’un exemple:
Poscillateur harmonique (1D)

p? I 59
L’équation de Hamilton-Jacobi est
1 /0s\* 1 ,, oS
zm(aq> Tymend gy =0 (579)

Donc on peut procéder par séparation des variables (car H ne dépend pas de t : systéme isolé !)

Sq(g,c) + Si(t) (580)
1 (0S,\° 1 5, 05
. - = 1
2m<8q> +2qu+8t 0 (581)
1 (0S,\° 1 ., a5,
om (aq> Fomwd = gy (582)

dépend seulement de q dépend seulement de t

Les deux cotés de 1’égalité, dépendant de variables différentes, sont donc égal & une méme

constante.
L(asq)er; 22_E(_H)
2m \ Oq QMW q~ = - (583)
95 _
o = b

H est conservée car systéme isolé ! Voici la constante nécessaire pour résoudre Hamilton-Jacobi
et qui est une constante du mouvement.

Solution :
0S5,

Sy =—FEt+ Sy et 0 = 2mE — m2w?¢? (584)
q

question : le signe est-il ambigu 7 ou est-ce physiquement raisonnable
d’avoir les deux 7
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Rappelons que
as 99,

:8(]_8(]

donc le # nous dit qu’on peut avoir la méme énergie cinétique (p? —

2
(885;") ) avec la méme |p| indépendemment du signe ! Donc on peut

choisir. on va l'utiliser dans quelques instant.

On répéte :
95,

g

=+ 2mFE — m2w?¢?
et alors
q
= :l:/ V2mE — m2w?q?dq’ + S4(q, E)
q
Le choix arbitraire de ¢ est compensé avec le terme supplémentaire.

Note : 2mE — m2w?q® = 2m (E — 1/2mw2q2) =2mT >0
avec T I’énergie cinétique. Donc la racine est bien définie.

Donc finalement on a

q
S(q, E ,ca,t) = i/ 2mE — m2w?q?dq’ — Et + S¢(0) + S4(q, F)
q g

Cc1 co

mais on sait que S = S(q, P,t) car de type F», donc P = E, et finalement

q
S(q,Pt) = :I:/ V2mP — m2w?q?dq’ — Pt + S;(0) + S4(q, E)
q

c2 & négliger ?

D’abord on vérifie que

=F=
Ensuite
0l L[ 0s,aP)
or 0 v/2mP — m2w2q? orP
q 1 P
_i/ﬁ/ dd — ¢4 9540 P)
- 2P
<1
On substitue
. mw? 2P
sinf = 5p g - dq/:“mwQ cos 0df

et donc on a

asm mw2 cosf
©= iVQP/ cos@ Teosg 0t
2P asm "“" 85 ( )
\/ 2P\/ mw? / d0 oP

_ mw? 054(q, P)
:i:wasm< 2p )—t—i—
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Mais on sait que Q(t) est constante, donc on peut le calculer au temps ¢ = 0

mw? (0)> 054(q, P)

=Q(t) (597)

1 .
Q(0) = i; asm( 5p 4 5P

donc

1 . mw? 0Sq4(g Py |1 . [mw? 084(q
+ wasm( 5P q(O)) + op = :t; asm( 5P q(t) | + ap t (598)

Les deux termes égaux s’annulent car ils viennent de ¢z, donc on peut le négliger, comme prévu !

asin (\/ n;;2 q(t)) = asin (\/ n;;2 q(O)) + tw (599)

et alors

d’ou 'on tire

q(t) = q(0) cos(wt) = \/552 \/1 — T;L—;qu(()) sin(wt) = (600)
2 1 .
= ¢(0) cos(wt) £ \/mw2 \/P - §mw2q2(0) sin(wt) = (601)

— 4(0) cos(wt) + 1/ miz J p;fs) sin(wt) = g(0) cos(wt) + % sin(wt) (602)

Ou l'on a utilisé que P = % + %mquz = const . Il y a une ambiguité de signe dans la derniére
égalité qu’il faut résoudre selon le signe de p(0).

En suite il faut déterminer p(t) :

=0 +v/2mP — m2w?q¢? (603)

p(t)

(La dérivée par rapport & q du reste est nulle.)

et donc
p(t) = j:\/2m <p2((22 + ;m2w2q(0)2> — m2w2q(0)? cos?(wt) — m%ﬂ% sin?(wt) £ 2mwq(0)|p(0)] sin(wt) cos(wt)
(604)
= :I:\/p(O)2 cos? (wt) F 2mwq(0)|p(0)] sin(wt) cos(wt) + m2w2q(0)2 sin? (wt) (605)
= +|p(0)| cos(wt) F mwq(0) sin(wt) (606)

Encore une fois on insiste que "ambiguité du signe est intrinséque a la forme quadratique de
I’énergie cinétique, et elle peut étre résolue seulement par biais de la connaissance du signe de

p(0).

On peut résumer ce que 'on a fait, la procédure se généralise & tout type de cas lorsqu’on fait Hamilton-Jacobi :

i 0 {25)0) 4 2 <o oo

2. On résout et on trouve S ({¢;},{F;},t) avec la relation {P;} = {¢;} constantes nécessaires a résoudre le probléme
et qui correspondent aux quantités conservées. Il y en a 3N !

1. On écrit

3. On trouve
oS

Qi = op, Qi ({ai}; {Pi} 1) (608)

mais Q; = 0, done[Q: ({ai}, {P:},1) = Qi ({6:(0)} . {P:},0)
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4. L’inversion de cette expression nous donne ¢;(t) = ¢; ({Q:},{F:},t) ou {Q;} sont donnés & partir des conditions
initiales et {P;} quantités conservées.

{Q:},{P;} sont toutes déterminées a partir de {¢;(0)} et {p;(0)}

5. finalement on a

oS
Pi(t) = o~V ({a®)}.A{Pi},1) (609)
Pour résumer
H ({ql} Ja{pi} ) t) trans. canonique dépendant de t K ({Qz} 5 {P’L} 7t)
- _ O0H .
q.i - 6péH transf. canonique inverse dépendant de t { Q'L =0 = { Ql(t) = Ql (0) (610)
Pi = —%, Pi=0 Bi(t) = Pi(0)

Donc, on a en effet caché I’évolution temporelle du systéme dans la fonction génératrice, donc dans la transf. canonique.
Ce n’est pas surprenant, car on sait que I’évolution du systéme est une transformation canonique.

On fait un pas en arriére pour discuter les conséquences de ce que 'on a fait.

Si on peut résoudre Hamilton-Jacobi, c’est & dire trouver S, alors il suffit de cacluler Q); et P; a t = 0, et en sachant qu’ils
ne changent pas au cours du temps, par inversion de la transformation on trouve explicitement g;(t) et p;(¢). On dit qu’on
a résolu explicitement le systéme.

On se pose le probléme inverse : pourrait-on résoudre explicitement le systéme, c’est-a-dire qu’on peut écrire

i(t) = ¢; (t,{@:(0)} , {pi(0)})
{ pi(t) = pi (t,{a:(0)}, {p:(0)}) (611)

mais pas résoudre 1’équation de Hamilton-Jacobi ?
= en effet non !

Si on pouvait résoudre explicitement les équations canonique de Hamilton, on aurait en effet trouvé la transformation
canonique explicite qui correspond & I’évolution du systéme. Donc on aurait aussi, par inversion :

{ 2:(0) =g {a: (D)} . {pi(t)}, 1) = Qi (612)
pi(0) =pi {¢:(O)} , {pi(®)},t) = P,

et on sait que, vu qu'il s’agit d’une transformation canonique, on peut trouver, par intégration, F» ({g;},{F;},t). Donc,
on aurait trouvé un Fs tel que

{ %:8 ou K({Q:i}.{P}.t)=0 (613)

(la premiére accolade est évidente car les conditions initiales ne changent pas au cours du temps)

Mais ce Fy serait la solution de Hamilton-Jacobi. D’un autre coté, la théorie des équations différentielles aux dérivées
partielles dit que pour résoudre Hamilton-Jacobi, il est nécessaire d’avoir 3N constantes du mouvement. Alors on peut
trouver une solution explicite du mouvement (c’est & dire : g;(¢) et p;(t) explicite) si et seulement si il existe au moins 3N
constantes du mouvement. Si elles n’existent pas, alors on ne peut pas avoir une solution explicite.

Attention ! La solution des équations canoniques existe et elle est unique, car {¢;(0)} et {p;(0)} sont connues. Tout
simplement, on ne peut pas écrire une forme explicite

¢i(t) = qi ({i(0)} , {p:i(0)} , 1)
{ pi(t) = pi ({6 (0)}, {pi(0)},2) (614)

La conséquence est qu’on devra utiliser des solutions numériques.

Est-il commun d’avoir 3N constantes du mouvement ?
Intuitivement :

e Si le systéme est isolé, H est conservée (1 quantité conservée)
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e Siil y a invariance par translation, P (3 quantités conservées)
e Siil y a invariance par rotation, L (8 quantités conservées)

11 est rare qu’on ait d’autres quantités (sauf pour des systémes séparables, voir plus loin).
Donc, la plupart des systémes avec plus de deux particules (donc avec 3N > 9 > 7(= 1+ 3 + 3)) n’admettent pas de
solution explicite (on dit qu’ils ne sont pas intégrables)

4.2 Hamilton-Jacobi 2

L’équation de Hamilton-Jacobi est

H<{qi},{§i},t>+%j=0 (615)

On a vu que, si le systéme est isolé, on peut trouver une solution ou celle-ci peut s’écrire en séparant le temps des autres

variables :
S{ai} A{ci} t) = Sq({ai}, {ei}) +se (t {ei}) (616)

e (e (%)

oul E est I’énergie, qui est constante car le systéme isolé.

et on arrive aux deux équations

Traditionnellement, cette équation s’écrit avec "

Jacobi".

a la place de S; et on I'appelle "équation caractéristique de Hamilton-

H ({Qi} : {a;;q }) =E (618)

Si la solution de cette équation existe, donc si on a les 3N constantes du mouvement, on aurait la fonction génératrice de
la transformation qui est W.

De plus K = H + 2%

mais W ne dépend pas de t, par construction donc

K=H{¢},{Ph})=E équation caractéristique de H.-J. (619)

D’un autre coté on sait que les constantes du mouvement deviennent les nouvelles impulsions : E = P; ("1" par tradition).
Cela veut dire que K = P; et donc les équations canoniques pour les nouvelles variables sont

O, = 9K _ 9P _ 1 si i=1

T oo (620)
5 _ 0K _ 9P _

Pi=-54,=~aq, =0

La solution est donc
Q1(t) =t+ @Q1(0)
Qz(t) = Ql(O) sii>1 (621)
Pi(t) = P(0)

Il s’agit d’une solution a peine plus compliquée que toutes constantes, mais toujours simple !

Le fait que W ({g;}, {P;}) ne dépende pas du temps est avantageux pour comprendre une différence fondamentale entre
un systéme intégrable et un systéme qui n’est pas intégrable.

D’abord : N
Qi = g5 ({ai} . {P:})
{ bi= %*ZIV) ({a:} . {P:}) (622)

implique que la relation entre {¢;},{p;} et {Q;},{P:} engendrée par la transformation canonique ne dépende pas ex-

plicitement du temps. C’est & dire :
Pi(t) = P ({@:(0)}, {p:i(0)})
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et en revenant sur {¢;},{p;} :
{ a:(t) = ¢ ({Qi()} . {F5(1)}) (624)
pi(t) = pi {Qi(1)}, {Fi(t)})
seul Q1 dépend en effet du temps t et la forme explicite de la trajectoire, {q;(¢)}, {pi(t)} est déterminée par une fonction
(en générale non linéaire) appliqué a Q1 (t) = ¢+ Q1(0)

En notation compacte :

. r— 1y avec
7= f(&) (engendré par W) (625)
7= f"1(y
Les i/ satisfont les équations canoniques
1
. 0
y=& avec d=| . (626)
0
(ot dans &, le 1 est pour Q1, il s’en suit 3N — 1 fois 0 pour les @Q); avec i > 1, puis de 3N fois 0 pour les P;)
la solution est : B
g(t) = &t + ¢(0) = &t + f(Z(0)) (627)
et donc . .
Z(t) = f (&t + £(2(0))) (628)

On pose la question : deux trajectoire partent des conditions initiales £(0) et Z'(0), qui sont différentes par 62(0)

= %(H)
Z0© / 2/(F)-%(t) = SRA(H

e e
=19 &

%) - 2) = £5(0)

Comment se comporte 0Z(t) ? Est-il du méme ordre que 0Z(0), plus grand ou plus petit ?

La trajectoire du systéme est complétement déterminée par les conditions initiales, et ¢’est une transformation canonique,
donc

#(t) = g(@(0),t) et Z'(t)=g(@(0),t) (629)
La deuxiéme est aussi
Z(t) + 0Z(t) = g(Z(0) + 6%(0),t) (630)
On peut développer a droite par Z(0) :
o
Y + 0E(t) = GEO0)A] + a%,(f(o), t)-62(0) (631)
71 S
M(2(0),t)
avec M matrice symplectique !
Donc, si on lapplique a t et ¢t + At
0Z(t) = M(Z(0),t) - 62(0) (632)
Maintenant, on applique la méme relation entre ¢ et t + At :
0X(t + At) = M(Z(t), At) - 0(t) (633)

on prend t = At petit et on développe M ((0),1)

M(Z(0),At) = I +M'(Z(0)) - At + O (At?) (634)

~—
At=0



Donc

OF(t 4+ At) = 02(t) + AtM'(Z(t)) - 6%(t) (635)
ST (t + AAt?f —6F(t) _ M) - 55 () (636)
=  d=M(t)-07 (At—0) (637)

Dans un voisinage de t on peut considérer M '(t) constante et on a donc que, si on développe 0F en vecteurs propres de
M,

0 = Z Ck (t)l_fk avec %lt_fk = A\ Ux (638)
k
et la solution est )
67 () = en(t)eM (g, (639)
k

Que sait-on des A\ 7
Ak sont les valeurs propres de M ' mais on se rappelle que M=I+M " At et en utilisant que det M est le produit des
valeurs propres

det M =1=J](1+MAH~1+ de> At + 0 (At?) (640)
k k

Donc ), Ar = 0 pour garder det M =1

11 suffit un A < 0 pour qu'il existe un k' tel que Ay > 0. Mais si &’ t.q. A\pr > 0 alors 67 (¢') diverge exponentiellement
de 6% (¢).

Autrement dit, deux trajectoires qui partent proche 'une de I'autre peuvent s’éloigner exponentiellement rapidement I'une
de l'autre, avec un taux qui est déterminé par le plus grand des {\r} [les {\x} s’appellent exposants de Lyapounov].

Qu’est-ce qui se passe pour un systéme intégrable isolé ?
Dans ce cas on rappelle que

#(t) = FH (1) = (@t + §(0) = F(wt + F(#(0)) (641)
F(t)=F @) =@ t+70) = FH @t + f(@(0))) (642)
= U@t + F(#(0) + 67(0))) (643)
On développe #'(t) par rapport & 6Z(0) :
1 e ~1 -
Z(t) + 0F(t) = () + 8?; 8—{ 0Z(0) + + % 8—"1 -t 6Z(0) (644)
— iy S0 oF ) oy 5o 0% | 52—
Z(t) Y §7=0 Yy
=0,car Wconst
Et enfin on a . .
o oftaf
0x(t) = 97 57 t 02(0) =t 6Z(0) (645)
———
M-M=1
Le résultat est que
0Z(t) =t 6Z(0) (646)

Mais dans ce cas on a pas demandé At petit !!! Donc les deux trajectoires restent toujours linéairement proches 'une a
lautre.

Pour résumer :
Systéme intégrables : une petite différence initiale, ou une petite erreur pendant une intégration numérique, reste petite !
(on peut faire des prédictions !)
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Systéme non-intégrables : une petite différence initiale, ou une erreur d’intégration numérique va exploser exponentielle-
ment, avec un taux qui est maxg A (il est difficile de faire des prédictions !)

Les équations des fluides qui gérent les prévisions météo ne sont pas intégrables ! Donc les prédictions perdent de fiabilité

aprés un temps L_ ~ 1 semaine.
mas

Prenons le systéme terre-lune-soleil :

FE est conservé
P est conservé 7 constantes du mouvement (647)
L est consercee

Mais il y a 9 degrés de liberté = systéme non-intégrable !!!

Donc t6t ou tard notre capacité de prédire, par exemple, les éclipses, va tomber ... aprés des millions d’années ( )\mw)
Cette perte de capacité de faire des prédictions pour des systémes non-intégrables est a la base de systémes chaotiques
: le chaos déterministe est un systéme déterministe mais tel qu’il est impossible de faire des prédictions et le systéme se
comporte comme s’il était aléatoire.

4.3 Vecteurs propres d’une matrice

Pour simplicité on considére une matrice diagonalisable, A, réelle.
Les vecteurs propres "droites" ¥ sont
Aty = AUk (648)

Les vecteurs propres "gauches" i, sont
A = M) (649)

Ils existent et la preuve de leur existence est facile & démontrer (au sens pas nécessairement rigoureux). Les valeurs propres
sont les zéros du polyndme caractéristique det(A — AI).
Si on prend le polyndéme caractéristique de la transposé

det (AT — AI) =det [(A—AI)"] = det(A — AI) (650)

Donc A et AT ont les mémes valeurs propres. Alors

A= My — ATy = M\l (651)
Quelle est la relation entre {u} et {Ux} ?
On prend k et &/
Ud A = N i), — @) ATy = M\ i), T (653)
on soustrait les deux équations
0=(\e — M) @y - T, (654)

Donc ) et Uk sont orthogonaux si k # k' (ici pour simplicité on fait ’hypothése que A\ ne soit pas dégénéré, c’est a dire
qu’il a multiplicité 1 pour chaque k; le cas échéant est plus difficile & démontrer, mais on peut le faire).
Si par contre k = k'

et puisque un vecteur propre est défini indépendemment de sa norme, on peut sans probléme dire que
W - T = O (656)
Donc les vecteurs propres gauches et droites sont orthogonaux entre eux, mais

{ﬁg,.ﬁwéo

1_},; T £ 0 = L’orthogonalité est entre vecteurs propres droites et gauches ! (657)
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Finalement: on peut représenter un vecteur ¥ comme combinaison linéaire des {7} :

f = Z Ck’L_fk (658)
k

Les coefficients {&} peuvent s’obtenir par produit scalaire avec i},

7_1:;—/ - T = Z Ckﬂ'; . ﬁk = Z Ck(skk/ = Cg/ (659)
k k
Cas spéciale : matrice A symétrique
AT=A
iy A= M\l = ATy, = iy, "= = Al = M\l (660)

et alors i, = U et les vecteurs propres forment un jeu de vecteurs orthonormaux.

4.4 Séparation des variables

Pour résoudre Hamilton-Jacobi, lorsque le systéme est isolé, on a utilisé la séparation des variables. Est-ce que I'on peut
voir la séparation des variables de fagon plus large ?

({qz} {85:} t) + % =0 (661)

<{ql},{} t, gt> 0 (662)

Si dans la structure de I on reconnait qu’on peut grouper g; et 3 Os dans une fonction "isolé", alors on peut séparer g; des

autres et écrire
S} feik 1) = Si(faiy {eih) + 5 ({ag} it {ei}) (663)

<¢>l (6050 ) o)t {gj}/gf{}) =0 (661)

avec séparation S = 5; + S elle devient

a8 oS a8
F ¢1 (q“ ) {q]}/j )Yy {aqj } ) Ea {Cz} =0 (665)
/3

Ecrivons le de fagon plus générale

Pratiquement

et donc

oi qu%ﬁ;) =¢
Fentad, {8}, B e ) =0

Lorsqu’on arrive & le faire pour toutes les variables, une aprés 'autre, on dit que le systéme est complétement séparable
et on écrit la solution

(666)

S{ait:{ei} ZSk ks {ei}) + 50 (¢, {ei}) (667)

Comme on le voit, pour isoler & chaque tour une variable on a besoin d’une constante. Donc on peut séparer complétement,
un systéme si

1. il a la structure mathématique pour le faire

2. 8’il y a 3N(+1) constantes qu’on peut utiliser
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= un systéme complétement séparable est intégrable. Vice-versa n’est pas nécessairement vrai.
Example 1 Oscillateur harmonique en 2D (1 particule de masse m)

V(z,y) = %mwixQ + %mw§y2 (668)
T = %m:bQ + %mg)? (669)
L=T-V= %mﬁcz + %mg}Z —V(z,y) (670)
po=r = mi = G = mi (671)
= H = % % + %mwgﬁ + %mwgyz (672)

L’équation de Hamilton-Jacobi est

1 (0S\*> 1 [0S\* 1 ,, 1 ,, 8§
Si on ré-ordonne :
1 (0S\*> 1 ,, 1 (0S\° 1 ,, 88
qui devient
oS aS oS
o (250 ) 00 (wo ) +en (15 ) =0 (675
avec )
r = 57 (55) " + gmwia’®
2
by = 2 (55) + Imuy® (676)
o =5
= S=5+5+5 (677)
b (11252) + 0y (v, %2 = —o0 (1, %2)
N { o (t, %) = —F [ on le savait déja] (678)
Go + ¢y =K
En suite ¢, + ¢, = E = ¢, = E — ¢, et donc
¢m = Em
{ e, (679)

Question : le systéme est isolé. Donc E est conservée. Comment sait-on que aussi F, (et donc
E,) est conservé ? On peut facilement le démontrer car

d12122_12122 api 195
gt o Pe T et ] = g et gmenet Hp b g o Swew (680)
—_— —
Hx
={H, H}+0={H,, H, + H,} (681)
:{HzaHx}""{HxaHy}:O (682)

Dans la derniére ligne, le premier terme s’annule par antisymmétrie, le deuxiéme car {p,,p,} =

{z.py} = {ps,y}t ={z,y} =0
Donc H, = E, est conservée.

Si les deux fréquences w, et w, sont égales, alors on dit que l'oscillateur est isotropique (w, =
wy = w)

L= %m (g'c2 + y2) — %mw2 (gc2 + y2) (683)
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On peut passer au coordonnés polaires

T=rcosp y=rsinp

T =17Cc0sp —rysing
Y = 7sinp + rp cos

1 1
L= im (7'“2 +r2¢% + —mw?r

On calcule les impulsions

=% +9° =7 +1r2)?

2,2
2

pr—a—fzm7'":> r= P
po= Ok —mr2p = =28,
Donc X )
Dy Dy T mw?r?

T 2m o 2mr? 2

L’équation de Hamilton-Jacobi est donc

On identifie :

0S,\ o
Dy (gp,&p> = const =13

est-elle conservée 7 oui car le systéme est isotrope.
Et on a séparé la solution B
S=25,+8(rt)

En suite on a

On identifie

Donc on peut aussi séparer r et t, et finalement on a

S=8.+85,+5

Exemple 2 Coordonnés normales

On a vu que lorsqu’on est proches d’un point d’équilibre mécanique stable on peut développer le
potentiel et, si on s’arréte au deuxiéme ordre, on arrive, aprés des opérations d’algébre linéaire,

a

L(0S\F L 1 (0s\T 1
2m \ Or 2mr2 \ dy 2

5 as\ _ [0s\®
(»3.)=(5)

2.2
Y

(«<12)

L= 1= [501 - Jutci]
k k

On peut passer au formalisme de Hamilton :

oL .
P = — =
= 30 Qk

;»H:ZHFZBP,%
k k

(On peut aisément vérifier que {Qg, Py} = Skir, d’ott on trouve que Hy = Ej, est conservée Vk)

T

1
51at]

08 _

(684)

(685)

(686)

(687)

(688)

(689)

(690)

(691)

(692)

(693)

(694)

(695)

(696)

(697)

(698)



L’équation de Hamilton-Jacobi est alors

13 () + puset

<Qk, o ) = ok <Qk: 885 ) (700)
=0

+ @ 0 (699)

et il est facile de voir que

et donc >, ox (Qk, gg’;) %

K (Qr, 925 ) = By, Vk
(@ 53)

701
(25 08— p(= 5, By (7o1)

@
®
Avec S =3, Sp+ St

4.5 Solution de I’équation caractéristique de Hamilton-Jacobi

. (2)) -5

si on choisit £ = Py, on a, aprés la transformation, K = P,

Qz =08 =00 =61 = Qi(t) =i -t + Qs(0)
=-55 = = Py(t) = P;(0)

(703)

Mais en réalité, la seule chose qu’on sait est que E est une constante, et on peut la mettre en relation avec toutes les
constantes du mouvement de fagon presque arbitraire, c’est a dire K ({P;}) = E ({F;})
Prenons comme exemple le cas de 'oscillateur harmonique en 2D

22 =H,+H,=FE,+E, (704)
=E

H, H,

Lorsque on écrit I’équation caractéristique de Hamilton-Jacobi, on écrit

ow ow
Hlz,yy—,— | =F 705
<x v ) (705)
Bien évidemment E est conservée, mais aussi I, et I, sont conservées Donc on pourrait choisir
P =F _
Py = E.( ou E,) et alors K=P (706)
Mais on pourrait choisir
Do=E. K=P +P (707)
Pg _ Ey et alors = I 2
On pourrait étre méme encore plus fous, et choisir
_ 2 2
Pi=E. 4By s K= P+ B (708)
P, =2FE,FE,

Vu que E, et I, sont constantes, alors aussi P, et P, sont constantes. Il est clair que ce choix n’est pas nécessairement
le plus intelligent, mais il est, mathématiquement, 1égitime.

En générale on dira

E=p({P}) =K{P}) (709)
La conséquence est que, apreés la transformation, les équations canoniques de Hamilton pour {Q;} et {P;} sont
9= :K_ S, { B oy (710)

Toutes les {Q;} ont maintenant un comportement linéaire par rapport au temps (avant Q; était un peu privilégiée). Alors,
pourquoi est-il utile d’enlargir le point de vu ? On va le voir avec les variables action-angle. D’abord il faut introduire le
concept de portrait de phase
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4.6 Le portrait de phase

Le portrait de phase est une représentation des familles de trajectoires possibles dans I’espace de phase pour un systéme.
On va voir cela par le biais d’un exemple. Masse m attachée a une tige rigide de longueur [, soumise a la gravité

ov 0
f_—& é—&(mgz)é‘/—mgz (711)

r=+lsinp & =+lpcosy

z=—lcosp Z=-+lpsinp (712)
1 1
T= 5m (i° + 2%) = §m€2¢2 V =—mglcosy (713)
L 5.0
L= Eml @ +mglcos p (714)
oL PP
Pe =55 =P p= (715)
1p} L )
= H= S mglcosy = systéme isolé, donc H = F conservée (716)
L’espace de phase du systéme est
] Pe
[ ?
Quelles sont les trajectoires possibles ?
On a deux cas possibles :
1. L’énergie du systéme est plus petite de ’énergie potentielle maximale, qui est atteinte pour ¢ = 7
V(n) =mgl (717)

Danc ce cas, la masse va atteindre le ¢ maximale telle que V(@) = E, et ensuite va revenir en arriére : mouvement
périodique du type pendulum.

2. L’énergie du systéme est £ > mgl : dans ce cas la masse peut bien arriver & ¢ = 7 et méme la dépasser

3. E=V(m)!
Cas 1
Py
52 mglcosp = F (718)
= pi = 2mi%(E + mgl cos @) (719)
= p, = £/2mi2(E + mglcos o) = +V2mi2E\[1 + %92 cos (720)
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Si V(0) < V(p)(= E) < V(w) par définition du cas 1

= —mgl < —mglcos g < mgl = 1>cosp>—1

Et donc la racine existe

Cas 2
E > mgl

Dans ce cas aussi la racine existe, car méme quand ¢ = 7

mgl cosm mgl
———=1-—">0
E E

Donc on peut dessiner une courbe qui représente tous les cas du type 1

14

?‘{ F‘q:i[/ngzEl\
bvarchie Ft{”

/ Gy utm.\-e)

=G 2

== >

€&
= T \e v
\ LVOMAL‘ F‘( <o /

U

(ole oAveite 3

l
P, =+V2mi?E\/1+ %cosgp

SiE<O0 SiE>0
= —mglcosp=F = —mglcosp=F
= cosp=.0>0=0<73 = cosp=.2>0=¢9>7%

Donc cette ellipse est parcourue dans le sens horaire des aiguille d’une montre.

Note :
mgl

d cos
%:¢ le2EE—SO
® 2\/1+%lgcos<p

Lorsque la masse atteint ¢, qui est la solution de —mlgcosp = E, dv

~ = oo = donc tangente

verticale .

On peut aussi dessiner les courbes du type 2

Py 2

e
\\;
?0
i
S
e
X

”-—
S

\
3

6
2
4
B
g
&

5
51,
i
3
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Cas 3

l
Po = £V2m2E\ |1+ % cos (727)
avec E = mgl on trouve
P, = £/2m213g:/1 + cos ¢ (728)

qui, en proximité de 7, se comporte comme

2

1
Py ~ \/2m23g |1+ [1 + ~(z — W)Q} (729)

cos(p)=—1+3(z—m)?
1
=+ 2m2l3gﬁ|zf7r| = ++v/m2Bg(r — z) (730)

et de fagon similaire pour —7

y Pe
| /7l\\ L
-n,‘ \‘\‘\—“/ —;,— s s
{
/ \.\L/\

Maintenant on peut adresser une autre question : est-ce qu’on peut calculer la période du mouvement ? Pour des petites
oscillations oui, mais en générale 7 Pour le faire on doit passer aux variables d’action-angle.

4.7 Variables action-angle

On prend le portrait de phase dans le cas —mgl < E < mgl
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On définit 'angle qui définit sur le cycle : @

Aprés une période, @) change de 27 : Q(T') — Q(0) = 27. On appelle ¢ — g et p, — p pour ramener le probléme & sa
forme générale. Bien évidemment on a Q = Q(q, FE) car E définit le lieu, et g définit la position sur le lieu.
Donc

}{ dQ = 2w intégrale sur une boucle compléte (731)

mais 90 90
dQ = —d —dq =2 2
N (732)

D’une autre part, () est une variable qu'on peut chercher a l’aide d’une transformation canonique de type Fy (Fs(q, P)).
On sait que

oF, OW
9=%p = op (733)
On utilise W car le systéme est isolé.
o (oW 0 (ow 0 ow
2r=¢ — | == )dg=¢ — | — |dg=—= ® —dqg=2 734
= f 3 (o )ia=f o5 (5 )ia =g § g =2 e
—~—
P
On peut extraire la dérivé partiellea% de l'intégrale
Alors SW
——dg =2nP 735
og 4= (735)
On peut l'écrire de facon plus explicite comme
ol oW
—dq + / ———dq =27wP (736)
/q Jq q Jq

On rappelle 'ambiguité de signe en résolvant I’équation caractéristique de Hamilton-Jacobi.

2
% <88V;/) +V(q) = E(P) = B(P) dans une seule dimension (737)
Sy = V() - V(a) (738)

Donc I’équation que ’on vient de trouver

/_q_ V2m (B(P) =V (¢))dq' — /_q V2m (B(P) =V (¢'))dq = 2rP (739)

devient une équation qui fixe §(P)
donc le passage par transformation canonique & une variable () qui se comporte de facon déterminée nécessite un choix
spéciale de S(P).

Dans ce cas, on sait que Q = Bg(;)
0
= Q) = g(]f)t + Q(0) (740)
et alors 36(P
o) - Q) = 207 5 (41)
et on trouve la période )
o (9B(P)\
T_27r< 2P ) (742)
En générale, I'intégrale
[ VP = Vi) (743)
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ne peut pas se faire, mais on peut soit chercher des approximations analytiques, soit la résoudre numériquement :

2 [ o ;(J% “V(g))dq = 2xP (744)

ShE €= ¢9)
lE ok

Une fois que la fonction G(P) est connue numériquement, on peut (numériquement) calculer sa dérivée et donc

T =2r (gﬁ) - (745)

Exemple de calcul explicite : oscillateur harmonique

a 1
2/ \/2m (E — 2mw2q2> dq (746)
—-q
q mw?2
—-q

2F
mw?

2FE
muw?

mw?
2E

on pose q=-sinf = dqg = cos 0df et on rappelle que § =

2 w/2
= 2V2mE\/ W/ V1 — sin” § cos 0d (748)
—7/2

E [™/? 1 20
=4— cos? 0df cos? § = 1 cos2d (749)
w _71./2 2
E1 m/2
=4 1
WQ/—Tr/Q( + cos 20)d6 (750)
Ex E1]1 . Y I 2
=47 447 - |=sin20| 7 =2= 1
wa wz[zsm }—2 o7 (751)
—_——
=0
¢27TP:2@7T¢P:@éﬂ(P):K(P):wP (752)
w w
o (oBP)\t 1 [om

qui est la réponse correct.
Donc, dans le cas harmonique la relation entre P et K qui nous aide a trouver la période est presque triviale : K(8) = wP.
Mais dans un cas plus compliqué on pourrait avoir une autre relation.
Dans la tradition, on appelle les variables qui changent de 27 & chaque période " variables angle", et les P correspondants
s’appellent "variables action".
On les indique
Qi — Gi(ouwi)

AN (754)
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La dénomination "angle" est facile a voir en regardant ce qu’elle indique dans le portrait de phase. La dénomination
"action" se voit déja au niveau dimensionnelle :

-1
T=2n (%II() = [I] = [T][k] = temps - énergie = action (755)
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s INotes variées

5.1 Systéme séparable

oW
®i (CIia 8%) =c¢ (756)

collection de 3N (3N — k) systémes unidimensionnels
Isolé : E est fixé. E({¢:},{pi}) —rsurface & 3N — 1 dim. dans 'espace de phase.
3N équations : chacune donne une surface dans l’espace de phase (% = pi)

= Le systéme évolue sur l'intersection
(vrai pour tous les systémes intégrables, pas seulement si séparable)

Surface & 3N dimensions dans ’espace de phase & 6N dimensions (voir la moitié de la dimension de Iespace de phase)

T

En générale, le systéme évolue sur un trous & 3N dimensions dans ’espace de phase. Section de Poincaré

>
=
5.2 Coordonnées normales
1. | 0V
L=-¢"Mq—--q"K¢q Kij = 757
50 M~ 5q Kq = g0 (757)
1 . 1
=3 > mijdid; — 3 > Kijgig; mij = m;dij (758)
ij ij
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d (0L oL
— — =0 759
J J
3N équations couplées (3N oscillateurs harmoniques couplés) (761)
%(j“F Ki=0 couplées (762)
(+M 'Ej=0 (763)
On considére maintenant U diagonalisant ﬁ_lé = g(g_lé)g_l = A (diagonale)
Uf+UM KU UG =0 (764)
SIS
ol A ¥
=y +A7=0 (765)
Le deuxiéme terme fait office de force de rappel.
On a donc 3N équations découplées 3N oscillateurs harmoniques découplés.
Les équations sont découplées
4+ Aiyi =0 (766)
oscillateur harmonique de fréquence /X;
| O’V
L=="Mg— >7J"Kq Kji=—— 767
50 Mq— 5 Kq = Paidg, (767)
ol le deuxiéme terme étant Z” Kijqiq;
On voit tout de suite que les degrés de liberté sont couplés.
On introduit O orthogonale (271 = QT)
-1 _
OKO * = ék (768)
L L L L
L=10TOMO 04— 2§ 0T0K0 0 K= 2V (769)
- 2q L UYMyY Yq 2q g vat Yq LV an‘aqj'
1: 501 -
=-TOMO"€— €TA € (770)
20 T—_ 2° =
non diag.
avec E = 0q.
Les &; sont découplés
= Il faut diagonaliser les deux, M et K, en méme temps.
Tor 0 1
L= Mj— 57 Kq (771)

. . . . — 1, N 1 -
On diagonalise ici avec 2= Mz2q et 2= M?2q
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1.7 1
L= 2 0q MM S KM 2ME g (772)
e Llogs (773)
=572 - 57 KZ
with K = M 2 KM~ %
On cherche R tel que RKR'" = A 7
On rappelle que QT = §71 pour matrices orthogonales.
I 1 1
1. —~~ . 1 —~ _ —~
L= f"RTRE— 5 R'RER'RZ (774)
122 17 -
= — —_ = A ~
5GT0- 53740 (775)
avec Q =R7
Les @; sont maintenant découplées car A 7 est diagonales
L=Y Loe Ly o2 (776)
— (27 27T
avec Q; + )\,;ﬂQi =0ou Al},i sont les valeurs propres de g_%KM_%
Par rappel 4; + Ajy; = 0 ot A; sont les valeurs propres de M 715
(M~ K) % = \iGi (777)
M KM~ M:% = A, (778)
M KM (M2 5;) = A, (779)
M7H(MTE KM (MET) = AT (780)
(M2 KM 3)(M35;) = X(M34,) (781)
K - i; = Nl (782)

1

Les valeurs propres de %715 et M~ TKM™

- 1,
changement de base U; - M27; = u;
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s Théorie des champs

6.1 Introduction a la théorie des champs

Passage au continu : corde vibrante

La masse dans chaque interval ne change pas. A la limite ,a 'intérieur d’un interval dl, on a une masse Adl, avec A\ densité
linéique de masse.

Systéme de masses discrétes liées par des ressorts en 1D

%o
e g J/ j? ;-ml.k CL
N} Aol & gae RZ>D¢
L =
’}*’“"‘Hok>9¢/ %WW
T=1 72
22 Ui Yy S L=T_V (783)

V= %k Zz (yz‘+1 - yi)
ici chaque déplacement intervient deux: une fois avec le déplacement qui précéde (y; — yi_1)2, et une fois avec celui qui

suit (Yir1 — yi)°-

On fait le passage au continu.
a—0 m —7 k—? (784)

Energie potentielle

yi =y ()
Yig1 =y (@ig1) =y (z; + a) (785)

V= *kz Yit1 — yz = 71{2 ly(zita)—y(z )] (786)

7

:kZ[ ploita) - (xi)raQ (787)

:Qkaz[y(l'z‘+a)y(l’i)ra (788)

%

1 L y 2
== de | == 789
5o [ s (5 (759)
A la derniére ligne on a introduit la limite de a tendant vers 0. La somme sur ¢ prend alors la forme d’une intégrale a la
Riemann. De plus on définit le préfacteur comme étant le module de Young en 1D lim, (k- -a) =Y

Pour deux ressort en série on trouve k = k’jf@ et pour une série de n ressorts : k = %

L)

kmesuré = kON = T (790)
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2%
o&l"/p&y&
o oer veuly k &V-A
Lorsque w—>= @ Jo
e —>eo
k(.'\
oNA M e f 2L G Ad/t/‘.w,lz—oﬂ,‘,\,o.. A @ - o - B
9) N
1((1.\ :
dMleoMng - . |
\,'\/\/\ \\\\AM-‘“'OQM:M/
Et ensuite on double le nombre de ressort N’ = 2N
k2 k@2 k(1)
ON' = AT TN T kmesure = N (791)
- £ — 9p(M) (792)
= implique que pour n — 0o JASORNN A8 (793)
Chaque passage on double N.
k) = pk@
ny (794)
a(® = %~ — on rapproche les masses
a@
Y =a™EM = nk® . —— = kM . oM = constante (795)
1 Loy 2
V==Y =] d 796
2 /0 (83:) o (796)

Energie cinétique

1 9 1 9
T:§m;yi :im;y (z:) (797)
lm

“ 24

_ %A/ (Z)Qdm (799)

Encore une fois on a considéré la limite de a tendant vers 0 & la derniére ligne. A est la masse linéique — lim,_,q ( %) =
A< o0

_ gi (wi) - a (798)
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Résumé

r=rov=[" [;A(gg)z_;y(gm "
-/ " BA (0)* - §Y<axy>2} &

L

1 1
L = densité de Lagrangian = 5)\ (8ty)2 — §Y (E)ggy)2

6.2 Equations dynamiques : équations d’Euler-Lagrange

On passe par le principe de moindre action

to to
= / Ldt = / dt’ / dx'L = / dt'dz’ L
t1

Ou dt’'dx’ représente 'élément de volume dans 1’espace-temps.
2 2 1 2
(z,t)] / dt' / dx’ [ (Opy (2, )" — §Y(8x/y(ac’,t’)) }
y(x,t) est Pargument de la fonctionnelle "action".

e : s 88
Principe de moindre action : T 0

5y(x 5 5Nt /t dt/ da’ { (Byy (2 ) — 1Y(8m/y(3:’,t’))2}

t2 5(% ( )y 1 ;L 00y (2, t)
/ dt' / da’ [ Mooy (@' 1)) - T - Sy oy 1) - 2 }

60y (', t') o Sy(a’,t) / /
( dy(z,t) = Ou Sy(@, 1) = Oy [6(t—t)5(x_x)])

= /t ’ dt’/o dx’ [N (Opy (2, ) (s (t—7")) 6 (x—2') =Y (Qpy (', ) - 6 (t —t') (00 (x — 2"))]

(/ fa)d(a—a)de' = f()
- /;2 dt' X Oy (2,1')) Opd (t —t') — /L 'Y (Oury (2',1)) Oar6 (x — ')

0
t'=ty
to
= X0y (2,t") 0 (1 =) f/ dt' X [0fy (z, )] - o(t — ')
N—— t1
t—t'#£0 =t
z'=L

L
- Y By (2',1) 6 (xz —2) + / dz'Y [83@/ (2, t)] Oz —a")
P /#O 0
T—x 2/—0

= —N\Py(x,t) + YO y(z,t) +0 (si on exclu les bords spatiaux et temporelles)

Pourquoi les parties "aux bords" sont-elles nulles ?
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Petit rappel du principe de moindre action pour degrés de liberté discrets {g¢;}

SHa)] = / L({ai} (@}t e

oS /t7 OL  4q; (t 8L 5q7 " ,
= = dt
oq;(t)  Ji, Z 9q; (') 0, (t Z 9d; 5 (t)
H,_/
S(t—t")d4

2 9L 2 9L d (dq:(t)
=) 5 —— st —thdt : — | = dt’
Zi: ]/tl TG +zi:/t1 94 () dt<5qa'(t)>

_ - oL oL 5q,- (tz) o oL (5(]1 tl tz oL 5q,- (t/) ’
7;5” dai() " {; [5% (t2) 6¢;(t)  Oqu (t1) dg;(t) }} Z/l ar' < (t' ) o, (0) "

8(t—t")di;
—- i[5 (55) - ]+ {2 [ty ol - 20 St}

Mais pour appliquer le principe de moindre action on doit fixer ¢;(t1) et ¢;(t2) Vi, c’est a dire,
que la solution ("les bonnes fonctions {¢;(t)}") est & trouver parmis les fonctions qui satisfont
ces conditions aux bords.

Donc, lorsque on fait une variation de fonction, gg;’;, en ty et t; la variation est toujours O :

si i # j, trivialement car ils sont degrés de liberté différentes; si i = j, car ¢;(t1) et ¢;(t2) ne
peuvent pas changer si on change la fonction. Donc la contribution de la varaition aux bords

est nulle et :
05 (4 (0L 0L\ _
5q]'(t) o dt 6(]1 8qi o

afony o,
dt \ 9¢; dqi

to L
Sly(a, 1)) = / / dt'da’ £ Dy (2, 1'), By (2!, )
t1 0

Maintenant on revient aux champs :

A remarquer : g; et g; sont des degrés de liberté différents si i # j
Dans le cas des champs on a : i — z, donc y(z) et y(z’) sont degrés de liberté différents si « # .

On prend la variation de I’action :
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(816)

(817)

(818)

(819)

(820)

(821)

(822)

(823)



/th/ dt'dz’ )E(ﬁm,y(x A1), 0py (27, 1)) (824)

:[f/‘”W{aglf%§55)+agﬁfﬁiif? (529)
LAQ/ dtd {awfwaﬂﬁﬁig)+aé§ma”?£ig)} (626)
‘/‘“{<mgpﬁgé;» <6&2f£é$»o} (527

/tt/ dtdw( <g§y>6§y(gff;)) (828)

ot 58)

On rappelle que 575& z)) =d(x—2a')d(t—1t") et donc on a
t2 oL oL
dt'dz’ |0y +0 "V (t —t') + {contribution aux bords 831
i [ [t ooy B o g O e - )4 xbords)  (831)
- [8 oL +0 oL ] + {contribution aux bords} (832)
"0(0y) 0 (Duy)

Est-ce que les contributions aux bords sont nulles ?
Si on reprend ce qu’on avait dit lorsque les degrés de liberté étaient discrets, alors {g; (t2)} et {g; (t1)} fixés deviennent
y(x,ta) et y(x,tp) fixés.

Donc Su (2t Su (2t
y (@' t) ot y@it) _ (833)
y(,t) oy(, t)
Par contre, qu’est-ce qu’on peut dire de
oy (L,t 0 t/
9y (L,*) et de y(0.t) (834)
oy(z, t) oy(z, t)

Si ¢ # L la premiére est nulle (x # L = y(x) est un degré de liberté différent de y(L) );

similairement pour la deuxiéme si x # 0.

Si x = L, la deuxiéme est nulle parce que ’on regarde des degrés de liberté différents, mais pas nécessairement la premiére.
Pour qu’elle soit nulle il faut ajouter des conditions. Donc on fixe aussi y(L,t) & une valeur donnée Vt (et similairement
pour y(0,t)) de fagon a fixer le comportement aux bords spatio-temporels des fonctions parmi lesquelles ont cherche les
solutions.

Ces conditions ont souvent une interprétation physique. Par exemple, si le bord spatiale est a U'infini, on pose y(z,t) =0
sl x — 00, qui pose la densité d’énergie (qui normalement est une fonction croissante de y) a zéro pour x allant & 'infini,
de fagon que I’énergie totale (intégrale de la densité d’énergie) soit finie.

Donc finalement, on a

S 2 2 —
Sy(z,t) = A9;y(z,t) + YOry(x,t) =0 (835)
= 02y — Xazy =0 (équation d’onde) (836)
A 2y 1 0%
=Ny T e e (337)
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